Capitulo 6

Analise de um laminado

As varias combinacdes de orientagoes, espessuras e materiais de cada lamina que compde um laminado
fazem com que o comportamento deste possua caracteristicas diferentes das observadas em cada lamina
individual. A andlise macromecanica de um laminado é a modelagem do comportamento do laminado
supondo conhecidas as propriedades mecénicas e o comportamento individual de cada l&mina. Este
capitulo primeiramente descreve as relagoes tensao-deformacao eldsticas de um laminado por meio
da chamada teoria cldssica de laminagdo. Em seguida, é considerada a resisténcia do laminado,
buscando-se estimativas de cargas limites de ruptura. A secdao 6.5 apresenta um tratamento para
placas e grelhas metélicas com enrijecedores, em que é feita a determinagao dos parametros eldsticos
de rigidez ortotrépicos aplicdveis & teoria cldssica de laminagcao.

6.1 Teoria classica de laminacao — TCL

Inicialmente, adotamos para o laminado o conjunto de pressupostos que sao comumente conhecidos
como hipéteses de Kirchhoff nos estudos placas, e hip6teses de Kirchhoff-Love nos estudos
de cascas. Essas hipdteses gerais de placas e cascas isotrdpicas, juntamente com outras préprias a
materiais compostos laminados, sao:

1. O laminado consiste de laminas perfeitamente coladas, isto é, sem deslizamento ou descolamento.

2. A camada de resina que é usada para unir as lAminas ¢é infinitesimalmente fina e ndo deformével
por cisalhamento. Isso significa que os deslocamentos sao continuos através das laminas.

3. O laminado é considerado delgado, ou seja, é uma placa ou casca de parede relativamente fina em
relagao a uma das dimensoes da superficie. Normalmente isso é quantificado, de forma bastante
arbitraria, considerando que o erro na resposta estard na faixa de até 5% em deslocamentos
usando a teoria de placa delgada se a relagdo comprimento/espessura for maior que 100.

4. Como consequéncia dessa hipdtese, pode-se utilizar a chamada hipdtese das se¢oes planas. Ela diz
que uma linha originalmente reta e perpendicular a superficie que define a geometria da estrutura
(a chamada superficie de referéncia) permanece reta e perpendicular a essa superficie quando
o laminado for estendido e flexionado. Como consequéncia v,, = v,, = 0, onde os eixos Ozyz
estao como na Figura 6.1.

5. Os segmentos normais & superficie de referéncia sdo considerados inextensiveis, isto é, tém com-
primentos constantes. Isso significa que €, = 0 em qualquer ponto.

As hipéteses 3 a 5 s@o as mesmas usadas na teoria de Kirchhoff para placas delgadas isotrépico-
homogéneas. Com essas hip6teses podem ser deduzidas as relagoes mostradas a seguir entre as compo-
nentes de deslocamento u, v e w de um ponto qualquer C, e as componentes u, € v, de um ponto situado
sobre a superficie de referéncia, como indicado na Figura 6.1. A hipdtese das se¢bes retas implica que
os deslocamentos do ponto genérico C do laminado, nas diregoes x e y, sao dados respectivamente por

u(w,y,z) =u’(z,y) + 29, (z,y) e v(x,y,2) =1(2,y) +2¢,(2,y), (6.1)
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Figura 6.1: Geometria da deformacao da placa no plano zz.

onde 9, e 1, sao as inclinagoes da normal & superficie média nas diregoes = e y no ponto (z,y) da
superficie de referéncia.

Observe que as relagoes para flexao e extensao de uma placa isotrépico-homogénea podem ser
consideradas separadamente. Entretanto, numa placa de material composto torna-se necessario que
a andlise leve em conta simultaneamente os dois efeitos, flexao e membrana. Isso se faz a partir das
egs.(6.1), onde u® e v° sdo as parcelas de deslocamento de membrana, uniformes ao longo da espessura,
enquanto os termos z ¢, e 21, sdo os deslocamentos coplanares, varidveis com z, associados a flexao.

Em seguida usamos a hipdtese 4 da Secao 5.1, o que resulta em
0 0
w0

Ox Y Oy

Dessa forma as trés componentes de deslocamento se relacionam aos deslocamentos e rotagoes na
superficie de referéncia por:

Yy = (6.2)

U(le,y, Z) = U’O(xvy) - Zgl;)(x7y)7 (63)
Vo)) = o) - G, (6.4)
w(z,y,z) = w(z,y). (6.5)

A ultima destas equacgoOes é consequéncia da inextensividade do segmento normal.

Usamos agora a hipdtese de que as deformagoes e rotagbes sao relativamente pequenas. Desta
forma, as relagoes deformacao-deslocamento sio:

ou ov _Ou  Ov

S V= Gy Ty =g, T o ¢ ST e T e =0 (6.6)

Substituindo-se os deslocamentos das egs.(6.3) em (6.6), obtemos

Ou(z,y)  Ow(a,y)

ex(,y,2) = O or2
ov°(z,y 0%w(x,y
Ey($7y7z) = éy ) -z 822 )7

_ ow(my)  0°(zy) ,0%w(z,y)
’ny(xvyvz) - ay + Oz z2 &ray .

(6.7)
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Figura 6.2: Nomenclatura em um laminado de N laminas. [; é o nimero de uma lamina genérica;
h a espessura; 6 a orientacao dos eixos principais da lamina.

serao usados simultaneamente na mesma varidvel. O sobrescrito x indica o sistema de eixos usado na
definigdo da tensao.

Os esforgos no laminado sao obtidos pela integragao das tenstes em cada lamina através da espes-
sura do laminado:

H/2
{NmaNyaNmy} = / {UmyayaTmy} dz,

—H/2
H/2
{My, My, My} = / {02,0y, Tay} zdz, (6.12)
—H/2
ou, em notacao matricial,
N = fiﬁ% odz, M = ffif/f% ozdz (6.13)

onde os N e M sao os esforcos normais e de momentos por unidade de comprimento ao longo de
uma aresta de um elemento diferencial de placa, paralelos aos eixos x e y. As orientagbes positivas
das forcas e dos momentos sao representados na Figura 6.3, e H é a espessura total do laminado.
Considera-se a geometria do laminado como mostrada na Figura 6.4, onde zj é a cota da face superior
da lamina k, e N é o niimero de laminas.

dx
S T
o xz 7/
Nyy
Nyx
Ny
y

Figura 6.3: Forcas e momentos resultantes num elemento diferencial de laminado plano.

A integral ao longo da espessura nas definigoes das forgas resultantes em (6.12) pode ser substituida
por um somatério de integrais definidas ao longo da espessura de cada lamina. Temos entao:

!
N, N Oy k

2k
N, p=> / oy ¢ dz, (6.14)
Ny k=1"%k=1 | Tgy
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Laminados simétricos de laminas isotrépicas

Um laminado desse tipo pode ser formado, por exemplo, usando dois tipos de laminas isotrépicas para
montar um laminado simétrico de trés laminas como:

Lamina 1— Ej,, v, e by
Lamina 2— Ej,, v;, e ha

Lamina 3— Ej, v, e by

onde Ej, e Ej, sao os médulos de elasticidade de cada um dos dois materiais isotrépicos. Também
podemos ter os dois tipos de laminas jd vistos formando um laminado de 4 laminas:

Lamina 1— Ej,, v, € 2hg
Lamina 2— Ej, v, e 3y
Lamina 3— Ej,, v, e 3hy

Lamina 4— Ej,, v;, e 2hg

A simetria do laminado garante que B;; = 0, o que significa que nao ha acoplamento flexao-
extensao, isto é, uma carga axial ndo provoca flexdo. Sendo as laminas isotrépicas,

Al _ Al Ey, Al _ viEy Al Ey Al _ Al _
n=Cn=1" 1277, QﬁG_M7 Q16 = Q2 = 0.
(6.27)
Uma vez que os termos @]fﬁ e 656 de acoplamento sao nulos, os termos correspondentes em A e D
também o sao.

6.2.3 Laminado cruzado

Trata-se de um caso particular onde as lAminas ortotrépicas sao empilhadas alternadamente com o
eixo principal 1 orientado a 0° e 90° em relacao a x, de forma simétrica em relagao a superficie de
referéncia. Uma vez que todas as laminas tém o eixo 1 fazendo angulos de 0° ou 90° com z, as eqs.(4.51)
de definicdo de Q mostram que 616 e 626 = 0. Como consequéncia, Aig = Aog = D1g = Dog = 0
no laminado. As matrizes de rigidez A e D terao apenas quatro termos nao nulos cada uma. Esta
é uma boa propriedade dos laminados cruzados, pois a presenca desses termos, em geral, ¢ um fator
complicante em qualquer processo de cédlculo.

O comportamento de um laminado cruzado é bastante influenciado pelo fator M, definido pela
relagao entre a espessura do conjunto de laminas fmpares e a espessura do conjunto par.

Espessura total das laminas fmpares
M==P Snas TIpares (6.28)
Espessura total das laminas pares

No caso de laminado regular, em que todas as laminas fmpares tenham mesma espessura e pro-
priedades, da mesma forma que as pares, entao

N;h;
Nphy’

onde N; e h; sdo a quantidade de laminas fmpares e espessura de de cada uma, e similarmente para
Ny e hy.

M =

(6.29)

Laminado cruzado simétrico regular

Tem-se a mesma situagao, mas aqui o laminado é regular, ou seja, todas as laminas tém espessuras e
propriedades idénticas, alternando-se em 0° e 90°. Um laminado desse tipo tem necessariamente um
nimero de laminas N fmpar. Um laminado cruzado regular com N par néo é simétrico. E usual na
literatura a notagao [0°/90°/0°], por exemplo, para indicar as orientagdes das laminas.
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a rigidez ¢ dada por Tsai [202] como:

[ QuH(M + F) i
_ 7 H 0 F 0 0
(L+ M) ) (Qm v 0@11
11(1+
_ 0 0 -B 0
C= Qect 0 0. 0 (6.32)
Q12H ’
QuF1 12 0
Q11 F> 0
. QesH?
Sstm.
L 12 i
1 8M(M —1) M(F —1)H?
d — -\ )
onde ft T+ M NP T Na+ M2
F—-1)R+1]H3 1— F)R+ F|H?

e M = N;h;/(Nphy) e F = Ey/E,. Verifica-se que a matriz de rigidez (6.32) e sua inversa possuem
idénticas esparsidades.

6.3 Determinacao das tensoes e deformacoes nas ldminas

Em muitas situacgoes de andlise tém-se disponiveis as forcas e os momentos resultantes N e M. A
falha das laminas, e consequentemente do laminado, entretanto, esta ligada as tensoes ou deformacgoes
nas laminas. Apresentamos aqui a sequéncia de operagdes necessérias para obter um grupo de valores
a partir do outro. Essa sequéncia é, de forma geral, a inversa das operacoes desenvolvidas na Segao
6.1. A operagao que se deseja pode ser visualizada da seguinte forma:

N e’ L =k Uk
3} e {z) ee o

O ponto final na secao 6.1 era a relagdo entre os esforgos e as deformagoes de membrana e curvaturas
de placa representadas, pelas egs.(6.21). Deve-se primeiramente achar a inversa dessa relagao, isto é,
a matriz C’ de flexibilidade do laminado, tal que

{Z}:[é EHI\I\;}:C{%\\IA} (6.34)

de forma a ter as deformagoes se forem conhecidos os esforcos. A matriz de rigidez C é de ordem
6 x 6, simétrica, e nao-singular. Pode, portanto, ser diretamente invertida. O Exercicio 18 mostra
expressoes explicitas para essas submatrizes. Suas unidades sao:

A’ — m/N, B’ — 1/N, D’ — 1/Nm.

Deve-se enfatizar que, em (6.34), A’ # A~! e D’ # D!, (exceto no caso B = 0). A matriz de
flexibilidade ¢ simétrica, isto ¢, C' = C'T, tanto quanto todas as submatrizes em (6.34). Nesse ponto
temos os valores das deformactes e curvaturas. Nota-se que nem sempre serd necessdria a referida
etapa de inversao. Num programa de elementos finitos de deslocamentos, por exemplo, apds a obtengao
dos valores nodais de deslocamentos, as deformagoes e curvaturas sdo obtidas diretamente e s6 entao
os esforcos sao obtidos, também diretamente, pela eq.(6.21).

Observe a Figura 6.6. Suponha que se deseje conhecer as deformacgoes num ponto P de cota z que
pertence a uma lamina k, isto é, z € (zx_1; 2x). As deformagoes nesse ponto sao:

el = €° + 2k. (6.35)
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LER DADOS:

I

{'\I>|l} E11E21G12!nl2
g, h paracadalamina

1

Do k=1,NLAM > Laminas

Rigidez reduzida

Rigidez transformada

Rigidez do laminado

{ EU} = C'l{ ,\NA} Deformagdes de membrana e curvaturas

Dok = 1, NLAM > Laminas

€= ey 7,k Deformago nalamina
gl = T_kT s Deformag&o no sistema principal
slhe = Q- dle Tensdes principais

-

Figura 6.7: Fluxograma para andlise de tensoes nas laminas.
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Figura 6.8: Laminado de duas laminas do Exemplo 1.

2 . , 370,0 59,77 28,00
A=>"Qh=Q x50+Q x3,0= 183,3 28,00
= sim. 93.55

1031
mm’

(Observe que 1 GPa-mm = 103 N/mmz-mm =103 N/mm = 108 N/m). A matriz de acoplamento membrana-
flexao é:

2 - .
B=3 Q'mz=Q x50-(—1,5)+Q x3,0(2,5),
k=1

—19,58 55,86 70,00
B= 84,12 70,00 | 103N.
sim. 55, 86

Por fim, a matriz de rigidez flexural da placa é:

h3 —1 5,03\ 2 3,03
D_ZQ< K22+ ) Q<50(15) 12>+Q <30(25) 12),
1.843,0 356,0  196,0

D = 1.034,0 196,0 | 10° Nmm.
stm. 536, 2

Combinando as matrizes anteriores, a matriz C de rigidez pode ser montada e a relacdo constitutiva para o
laminado torna-se

Ny ) [ 370,0 59,77 28,00 —195,8 55,86 70,00 ] €y

Ny 183,3 28,00 55,86 84,12 70,00 Ey

Ngy A3 93,55 70,0 70,0 55,86 ’y;y

M, =10 1843,0 356,0 196,0 Ko (6.40)
M, 1034,0 196,0 Ky

My, | sim. 936,2 | \ Kay

Exemplo 2 — Deflexao associada ao acoplamento membrana-flexao

Considerar o laminado do Exemplo 1 submetido a esforgos dados por {N; M}T = {1;0;0;0;0;0; }T
N/mm. Obter a fungao de deflexdo transversal w (z,y).

Solugao:

Primeiramente, tomamos a matriz de rigidez C obtida no Exemplo 1. Obtendo sua inversa usando (6.34),
tem-se:



140 Materiais Compostos e Estruturas-sanduiche — Projeto e Andlise

e Hj3, a serem determinadas pelas condicoes de contorno. Por simplicidade de visualizacao neste exemplo,
consideramos a placa engastada em seu ponto central, ou seja, com w = w, = wy = 0 em (z,y) = (0,0).
Logo Hy = Hy = H3 = 0 e a solugao sera:

d e
w(z,y) = —5932 —fry— —y? (6.52)

Figura 6.9: Placa tracionada do Exemplo 2 e sua configuragdo deformada mostrando o efeito de
acoplamento de flexao e torgao.

Para o problema considerado, essa equagao assume a forma

/ !/ /
w(x,y) =—N, <C41372 + %azy + C51y2> . (6.53)

2 2 2
A Figura 6.9 mostra uma placa de 20x200X 1 mm feita do laminado considerado, submetida a tracao de
N, = lN/ mm. Da matriz de rigidez, observa-se que as curvaturas sao constantes, dadas pelas eqs.(6.42).
Apesar de a barra estar sendo tracionada, pela eq.(6.53) e pela figura nota-se que existe uma flexdo em z,
dada por cla:2/27 uma flexdo em y dada por ey2/2 (ndo muito bem visivel na figura), e uma torgéo dada por
fzy, vistvel na figura pelo angulo formado entre as duas extremidades da placa. Este caso ¢ um exemplo
do significado do acoplamento membrana-flexao num laminado nao-simétrico: um carregamento coplanar { N}
provoca também deformacoes de flexdo. Reversamente, como B aparece também no segundo quadrante da
matriz de rigidez C, a aplicagao de um momento fletor puro provocard também deformagoes extensionais {k},

além da flexdo dada por {k}.

Exemplo 3 — Placa bimetal

Considere uma placa de bimetal, constituida por duas laminas metdlicas isotrépicas de espessuras
idénticas, h; = ho = 3,0mm. A lamina 1 é de aco, com E = 2,1-10° N/mm?, G = 8,077 - 10* N/mm?
ev =0,3, ealamina 2 ¢ de aluminio com E = 7,0 - 10* N/mm?, G = 2,6 -10*N/mm? e v = 0, 3.
Obtenha as distribuigdes de deformagoes e de tensoes e a funcao deflexdo w(x,y) para a superficie de
referéncia deformada.

Solugao:

As matrizes de rigidez em cada lamina sdo dadas pela eq.(4.29):

23,08 6,932 0 7,692 2,308 0
Q=1 6,932 23,08 0 10%, Q2= 2,308 7,962 0 |10%
0 0 8,077 0 0 2,60
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Figura 6.12: Configuracao inicial e deformada da placa bimetal do Exemplo 3.

Exemplo 4 — Laminado simétrico com 3 laminas ortotrépicas

Considere o laminado de trés laminas mostrado na Figura 6.13. As laminas externas, 1 e 3, sao
idénticas, com hy = hg = 3,0mm e 0; = 63 = 45°. A lamina central 2 tem ho = 6,0mm e 05 = 0°.
Cada lamina tem as mesmas propriedades do Exemplo 1, pdgina 136. Obtenha as matrizes de rigidez
A,BeD.

+ z
W h3 =3,0mm { 450 _<__ _
(\/ 7{ \ h, =6,0mm : o° ﬁ Z3:)(4,5 mm
W) hl =3,0mm 450 )

f

Figura 6.13: Laminado simétrico angular de trés laminas do Exemplo 4.

Solucao:
Do exemplo 2, as matrizes de rigidez rotacionadas sao:

29,93 12,13 9,33

Q' =Q= 29,93 9,33 | 10°MPa,
stm. 16,35
) 56,04 4,68 0
Q = 18,71 0 | 10°MPa.
stm. 8,9
Para este laminado as cotas das superficies médias das laminas séo Z3 = —2z7 = 4,5mm e Z3 = 0,0 mm.

A matriz [A] é, portanto,

3
A=3"mQ" =3,0Q" +6,0Q° +3,0Q" = 6,0 (61 +62) :
k=1

0 que resulta em

515,8 100,8 56,00
A= 291,8 56,00 | 103—.

sim. 151,5 i
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A matriz de acoplamento B é dada por

3
B=>"Q'mz" =Q'3,0 x (~4,5) + Q’6,0 x (0,0) + Q"3,0 x (4,5).
k=1

—=1 -3
Uma vez que Q° = Q, temos queB = 0 como era de esperar de um laminado simétrico. A rigidez de flexao é:
4,78 1,61 1,18

D= 4,11 1,18 | 10°Nmm.
stm. 2,22

Embora este laminado nao exiba acoplamento membrana-flexao, B = 0, ele apresenta anisotropias de membrana
e de flexdo, representadas por A1g, Asg, D16 € Dag nio-nulos.

Exemplo 5 — Andlise do efeito da orientagao das lAminas na rigidez do laminado

Analise o efeito de orientagao das laminas na rigidez de um laminado. Considere os seguintes lamina-
dos:

a) [(+45°)g], isto &, todas as laminas a 45°;

b) [(45°), / (—45°),],, isto &, [45°/45°/ —45°/ —45°// —45°/ — 45°/ + 45°/ + 45°];

c) [(£45°),],, isto ¢, [45°/ —45°/ +45°/ —45°// —45°/ +45°/ — 45°/ + 45°];

d) [£ F45],, isto é, [45°/ —45°/ — 45°/ +45°// +45°/ — 45°/ — 45°/ + 45°];

Todas as laminas tém espessura idéntica, h = 3,0mm, e as mesmas propriedades do Exemplo 1,
isto é, B4 = 54,87 GPa, Fs = 18,32 GPa, G12 = 8,9 GPa e v15 = 0, 25.

Este exemplo contempla a situacao na qual se tem um lote de laminas idénticas e a definicao
de uma espessura total, H = 8h, e deseja-se determinar a sequéncia de empilhamento para angulos
também j4& definidos de +45°. Observa-se que obteremos diversos tipos de comportamento conforme

o caso escolhido. O caso (a) funciona como se o laminado fosse constituido por uma unica lamina de
espessura 8h. Cada um dos outros trés casos possuem quatro laminas a +45° e quatro a —45°.

Solugao:
a) Esse laminado é idéntico a um laminado de uma s6 lamina, de espessura H = 8- 3,0 = 24,0mm a 45°. A
matriz A = Qlﬂ7 logo,

718,2 291,0 224,0

A = 718,2 224,0 1031,
sim. 392, 4 m
B = 0,
. 94 03 34,48 13,97 10,75
D = Q (24,0><0+ 1’2 >= 34,48 10,75 | 10°Nmm.
sim. 18,83

Objetivando comparagoes posteriores calculamos Dig/D11= 0,318. Este coeficiente pode servir de quantifi-
cador para o grau de anisotropia de flexao exibido pelo laminado.

b) Os termos A1y, Ay, Aso e Agg dependem dos respectivos termos em Q, que sio independentes do sinal de
0. Portanto, estes termos sao idénticos aos do item a). Os termos Q1 € (Jog tém o mesmo sinal de 6. Como o
laminado tem o mesmo nimero de laminas a +45° e —45°, os termos A1 e Agg se anulam. Entao,

718,2 291,0 0 N
A= 718,2 0 103—, B=o0.

sim. 392,4 i
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Ny =100 N/mm
|

/7\7/7|\7\

Ny = 500 N/mm

v (

YL
x L £ Z 4

Figura 6.14: Defini¢ao das forgas aplicadas no laminado do Exemplo 6.

Do Exemplo 4 temos as matrizes A, B e D que compoem a matriz rigidez do laminado C. Sua inversa é
a matriz de flexibilidade, obtida das equagoes (6.34):

es ) [ 2,121 sim. | ( Ny
€y —0,627 3,874 Ny
79, | _| —0.552 —1,20 7,249 A
Kz 0 0 0 0, 2580 M, ’
Ky 0 0 0  —0,0732 0,3078 M,

\ Kay 0 0 0 —0,0979 —0,1242 0,568 | | Mgy

As submatrizes A’ e D’ tém unidades de mm/N e 1/Nmm. Seguindo o procedimento indicado no fluxograma
da Figura 6.7 na pédgina 137, substituimos o carregamento dado para obter as deformagoes de membrana:

€9 997,9
e°=¢ e »=< 73,91 5107
Y3y —396, 2

Uma vez que {k} = {0}, as deformagdes em qualquer lamina sdo:

e =€ + 21k = €°,

para qualquer lamina k.

Para a lamina 1 a 45% a lamina 2 a 0°, as matrizes de transformagio definidas em eq.(4.38) sao:

0,5 0,5 1,0
T,=| 0,5 05 —1,0
0,5 0,5 0

(S} Tl2 :I,

onde I é a matriz identidade. Usando a eq.(4.52), temos as deformagoes nas diregoes principais das laminas:

997, 9
73,91
—396, 2

e etl=

3,38

eh=T,Te"={ 7,34 1074,

-9, 24
a8 Sy tio
lamina4s® [ [ ] -
lamina® —> |56,3 6,05 -35
laminads® | [ ] L
22,4 15,3 -8,2

1075.

a 5 9%
L] _
—> |+10,0 0,74 -4,0
N _
7,3 -9,2

Figura 6.15: Tensoes (em MPa) e deformagdes principais (x10~%) nas laminas.

As tensoGes principais sdo dadas por ol = kall’“. As matrizes de rigidez sdo tomadas do Exemplo 2, logo,

56,04 4,68 0 3,38 22,37
o= 4,68 18,71 0 GPa{ 7,34 1074=¢ 15,31
0 0 8,9 —9,24 —8,22

MPa,
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56,04 4,68 0 9,979 56,27
o= 4,68 18,71 0 GPa{ 0,7391 $107*=<{ 6,05 MPa.
0 0 8,9 —3,962 —3,53

As deformagses e tensdes principais sdo representadas graficamente na Figura 6.15. Estes valores podem
ser comparados com as tensoes ou deformacoes admissiveis em cada lamina e a andlise de resisténcia pode ser
feita, conforme o procedimento descrito na préxima se¢ao. Observa-se que, embora as deformagoes nas diregoes
-y sejam continuas ao longo da espessura, nas diregoes principais elas nao o sao, gracas a variacao brusca
de orientacdo entre uma lamina e outra. A Figura 6.16 mostra a orientacdo relativa dos diversos eixos e a
representacao das tensoes principais em elementos diferenciais de cada lamina.

y 6,05
2 1(Lamina1) >/ \< 224 —L 353
, ,
=45
\a 822 ‘—1
56,27

1(Lamina 2,q,= ") >\ /<
. 15,31 T
2

€) (b) Laminal (c) Lamina

Figura 6.16: (a) Eixos de referéncia e principais em cada lamina; (b) e (c), tensdes principais, em
MPa, nas laminas 1 e 2.

6.4 Anadlise de resisténcia do laminado

6.4.1 Analise de falha inicial

A verificagdo da seguranca do laminado pode ser feita aplicando as componentes de tensao em cada
lamina a um dos critérios de falhas mostrados no Capitulo 4. As deformacoes variam linearmente ao
longo da espessura do laminado e, consequentemente, de cada lamina k. Desta forma, também as
tensoes principais terao variagao linear. Isto pode ser visto substituindo (6.10) em (4.52) e esta em
(4.29):

ot = QFT~T {&° + 2k} . (6.57)

O ponto mais solicitado da lamina k pode entdo estar na sua superficie inferior z = z;_1 ou na
superficie superior z = z;. Usamos os sobrescritos 7 e s para indicar as superficies inferior e superior
de cada lamina, isto ¢, para a superficie inferior as tensoes sao o'+ e para a superior, o'**. Usando,
por exemplo, o critério de falha de Tsai-Hill, visto na Secao 4.7.3, pdgina 98, tem-se em cada superficie
da lamina [j:

. 2 . . . 2 . 2

o 010y (0% Tia 1

) - % = 6.58
<X> x2 \y) "\ cz, © (6.58)

ai\* _oios  (a8) (oh) _ 1
X X? Y S Ct.,

onde se omitiu o indice k da lamina e o indice 1 do sistema de eixos para simplificar a notagdao. Se o
. 1 . .. . p
menor valor dentre Cg,; e Cg,s, denominado C'; , for maior que 1 significa que a lamina estd segura

1 9
para o nivel de carga associado a {N; M }T. Esta andlise pode ser repetida para todas as N laminas
do laminado, gerando a colecao dos coeficientes locais de seguranca C']k%l_ dada por
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b Ry
Ry
Npy — — — —
|
R, |
Ny |~ |
| |
L L
Dé&r, Dew, &

Figura 6.18: Diagrama esquemdtico de esforcos versus deformacao.

se distribui em védrios pontos das laminas transversais e, s posteriormente, algumas delas se unem entre
si até que uma trinca macroscépica surja. Essas laminas, porém, ainda se encontram coladas e restritas
as laminas vizinhas. Se as duas laAminas vizinhas forem longitudinais, elas serdo capazes de impedir
um aumento de deformagbes na lamina rompida, exercendo uma restricao local. Isto é o que teria
ocorrido no laminado com [(0°/90°),]s, em que o patamar é ausente. Por sua vez, no laminado com
[0°/905]s, todas as quatro laminas transversais encontram-se juntas e as longitudinais estao nas faces,
portanto demasiado distantes para poderem restringir eficientemente as laminas internas, resultando
num certo relaxamento do laminado.

1
K
S1

—

I R
IRy b — — — —
1 % Intervao R
sk
alRy [ —

I Faha R;
Uy

S — —

| 1R1
Intervalo Ry

11
k
aisl

ellk

1

Figura 6.19: Curva tensao-deformagao idealizada na direcao principal 1 de uma lamina genérica.

De forma geral, a andlise de carga limite dos laminados é feita desconsiderando o patamar de
deformacgoes. Isto se faz por dois motivos. Primeiro, pela dificuldade de prever se ele realmente
ocorrerd no caso sob andlise. Segundo, porque em geral o valor do relaxamento, quando ocorre, é
pequeno em comparagao aos valores de deformagao atingidos pelos laminados durante as falhas. O
diagrama carga-deformagao é entdo idealizado na forma mostrada na Figura 6.21a, e o diagrama
tensao-deformagao na Figura 6.19. Nestes diagramas R; indica tanto o nimero da falha quanto o do
intervalo de carga: o intevalo de carga R; ¢ definido como o intervalo entre as falhas R; 1 e R;. A

origem dos eixos ¢é definida como o ponto de falha R,.
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laminas remanescentes, alterando os valores de tensoes que tinham logo antes da falha, como ilustrado
na Figura 6.19.

Assim, os valores de tensao calculados em (6.69) sdo apenas os valores méximos no intervalo R;,
e uma outra equacao deve ser usada para obter uma estimativa das tensoes no inicio do intervalo de
carga seguinte R; 1.

Ny R

748
oA
| /
/

e 1CR1: //

L/
- 12 3 4 &
-

Figura 6.20: Deformacao ficticia usada para obter as tensoes no inicio do intervalo de carga R;.

O procedimento usado é ilustrado na Figura 6.20 para a obtencao das tensoes no inicio do intervalo
Rs. Uma vez identificadas as laminas que falharam na carga associada ao fator C'g,, suas propriedades
sao eliminadas e a nova rigidez Cg, do laminado é calculada. Obtém-se entao uma variacao ficticia
das deformagoes generalizadas dada por:

JANGY N
b — -1
{ Ah',f }RH_1 [CRH»I] { M }R ) (6'74)

i
onde, no exemplo da Figura 6.20, i = 1. Esses incrementos de deformacao sdo aproximadamente os
que seriam obtidos se o laminado fosse descarregado a partir dos esforgos acumulados no instante de
falha, caso este laminado tivesse uma rigidez Cg,,,. A rigidez do laminado em descarga nao ¢ esta.
Esta matriz, entretanto, pode ser usada aqui, uma vez que o incremento de deformagoes generalizadas
obtido serd usado apenas para redistribuir as tensoes nas laminas. Isto é feito da seguinte forma: os
incrementos de deformacoes ficticias nas laminas sao

Aei* = Ae§ + 2 Aky (6.75)
e as tensoes correspondentes sao
1 - 11,
ot = QT T A, (6.76)

Estas s@o, portanto, as componentes de tensao logo apos a falha R; na lamina k, e sdo os valores
iniciais nos célculos do intervalo de carga R;;1, usados no segundo termo de (6.69).

6.4.5 Carregamento inicial

O processo de cédlculo descrito até este ponto permite a estimativa da carga limite num ponto arbitrario
de um laminado, utilizando o principio de um carregamento proporcional, ou seja, um perfil
{N, M}7 ¢ fixado para os esforcos no ponto, como ilustrado na Figura 6.17, e esse perfil é amplificado
de forma a manter as mesmas proporcoes até a falha final. Essa restricao pode ser abrandada de
maneira simples com o recurso do carregamento inicial. Considera-se que o ponto esteja sujeito
a um conjunto de esforcos {Ng, Mo}” fixo. Sobreposto a estes esforcos é que seria aplicado, até a
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Esforcos Ny
Nsz ———————— i
Rl CRIZ\\ Fa|haR2 % Intervalo R]_
NeRy - ——— :
C'h':al ha Ry % Intervalo Ry
Nxo F— : i Inicio do carregamento proporcional
| I Esforgos
CI | |
R o
0 R | iniciais
@ 80 &R, ORp X
1k
S1
aS Uk /
RyrFr———————
Tk ! %SaltonafalhaRg
R F———————
" / Intervalo Ry
ol -
" | % Sdlto nafdha Ry
ISiIRy F———
1 kl | % Intervalo Ry
aS1Ry [ I : % TensBes
0 X X iniciais
(b) ko Uk 1k Uk
a%Rl &R, afRy €

Figura 6.21: Diagramas esfor¢os-deformacao média e tensdo-deformacdo numa lamina, ilustrando

O, - - 1 1 Lo . ..
esforgos e tensoes iniciais e saltos nas tensoes. Na notagao .03 e ;07 , o indice inferior 1 indica a
1 ?

componente de tensdo na direcao principal 1. Os indices a esquerda a e [ indicam valores de tensao
tomados no inicio e no final do intervalo de falha R;. Como definido previamente, os indices superiores
1 e l;, indicam o sistema de eixos e o nimero da lamina.
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falha final, o carregamento varigvel, proporcional ao perfil {N, M}. Observe que os esforcos iniciais
nio sdo necessariamente proporcionais a {IN, M}’ o que resulta num certo acréscimo de flexibilidade
na forma de definir o histérico de carga imposto. O processo de cédlculo é simples, como ilustrado na
Figura 6.21. Os esforgos e tensoes iniciais nas laminas devem apenas ser sobrepostos aos esforgos e
tensoes proporcionais, até que a soma obtida atinja um valor critico.

A Tabela 6.1 apresenta um fluxograma que detalha o processo completo de anédlise de resisténcia
de um laminado.

Tabela 6.1 - Fluxograma de andlise de resisténcia num ponto de um laminado.

{N, M}, {Np, Mo},
N

1. Dados
Eq, Es, Gia, V12,
Xt’ 'XC7 }/t7 }/07 S

1=1

\

2. R;:
3. Dok=1,N

Contador de cargas de falha
Rigidez inicial

a€’ 4 ) No
4 =C R; Deformagoes no inicio do intervalo
ak ) p M,
5. Dok=1,N Tensoes e deformagdes iniciais
6. aef{_’” = o€}, T 2i KR,
7. ml’“z QR aeml’“l Tensoes iniciais, direcoes zyz
8. aa’}%lkl Ty aa'gd’“Z Tensoes iniciais, direcoes 123
9. as%’“z TI;T g“ Deformagoes iniciais, diregoes 123
10. Inicio do cédlculo nos intervalos de falha
11. Dok=1N
12. Eg” = E%i + 2; oRR, Perfil de deformagoes (xyz)
13. _}%l’“z = T_T F’:‘gkz Perfil de deformagoes (123)
14. _”’“Z QR é}%l“ Perfil de tensoes
15. }%l“ = 4O g“ + Cl“ _}%l“ Tensoes no limiar da falha R;
16. Cg“; e Cg“j Fatores nas superficies inferior e superior
17. Cé% = min{Cﬁ%i , C%Z_s} Menor fator na lamina k
18.  Cpg, = miny, {C’%i, e ’C’Jlf%’ e ,C’g} Menor fator no laminado
19. Se Cpr, <0 — Relatério, fim Laminado nao suporta acrescimo de carga
200 Dok=1N
21. ZU%M = aag“ + Cg, _”’“Z Tensoes no limiar da falha R; para Cr, dado
22. ae%’il = 4€ %kjl + Chp, H"z Deformagdes no inicio do intervalo R;y1
N N N
23. M = M + Cg, - Esforcos e deformacgoes generalizadas

Rt Rit1
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EO 6 . . . .
no inicio do intervalo R;41

K K K
Rit1 Riy1

25.  Se h4 laminas restantes — Relatdério, fim
26, R;: 1=1 Contador de cargas de falha
27. Dok=1,N

28. Q’f%z — QIJCL — Cg, Recdlculo, com eliminacao de laminas

A€e$ N

f _ -1

29. = Cp,

AKy M

Ri Ri

30 Dok=1,N Corre apenas as laminas remanescentes
31. AE?% = AECJ’C R, T % AKyR, Direcoes xyz, superficie inferior da lamina
32. aa%fi = QII“%Z_T];T Aefc% No inicio do intervalo R; (dire¢oes 123)

33. Ir para etapa 10

Exemplo 7 — Curva carga-deformacgao de laminado angular

Considere um laminado de trés laminas idénticas orientadas a [+15°/ — 15°/ + 15°]. Considere um
corpo de provas desse material com dimensées 200 mm x20 mmx1 mm, testado num ensaio uniaxial
de tracdo. Estime a curva carga versus deformagdo. Assuma que as laminas falham pelo critério de
Tsai-Hill e use o método de eliminacao parcial de propriedades de laminas. Estime a carga de fratura
do laminado. As propriedades eldsticas das laminas sao F1 = 53,74 GPa, v12 = 0,25, Fy = 17,91 GPa,
G12 = 8,967 GPa, enquanto as resisténcias sao X; = 1.034 MPa, X, = 1.034 MPa, Y; = 27,6 MPa,
Y., =138 MPa e S = 41,3 MPa.

Solucgao:
O procedimento a ser seguido é aquele descrito no fluxograma da Tabela 6.1. A matriz Qk é idéntica para
todas as laminas e pode ser obtida da eq.(4.30), na pagina 79:

54,89 4,574 0
Q'=Q?=Q?=| 4,574 18,30 0 | 10°MPa. (6.77)
0 0 8967

As matrizes de rigidez transformadas vém das eqs.(4.51), na pégina 83:
. 00,67 6,33 7,62
Q=Q = 6,33 19,00 1,53 | 103MPa, (6.78)
7,62 1,53 10,73
enquanto 62 pode ser obtido de Ql simplesmente trocando os sinais dos termos 13 e 23.
a) Anadlise da falha inicial

A matriz A é dada por

50,67 6,33 2,54
A= 19,00 0,5083 | 103—.
sim. 10,73 o

Como o laminado é simétrico, B = 0. Entao a partigao [A’] da matriz de flexibilidade ¢ obtida de (6.34)
simplesmente por [A’] = A~L:
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N sl1
/// //
Nyr= 250,1 R
S1 =240 lRl
KL( = l_ I | I —_—
— 0 _ Il_
&= eRr=521 € =446
€Y 0,0208 R (b)
12
St
I> ///
1R, =700
|
1S4, = 269
512=1,076l
e}'Z €2 =503
(©) 0,020

Figura 6.22: Evolugao de esforgos e tensoes nas laminas do Exemplo 7. Tenstes em MPa, deformagoes
multiplicadas por 1073, esforcos em N/mm.

O maior valor ¢ 712/S = 0,968, o que indica que ocorreu o modo 3 de falha nas laminas 1 e 3, isto ¢, falha
por cisalhamento. O valor estimado da for¢a aplicada para a primeira falha do laminado é: Nyr, = Cp, N
= 250,1-1N/mm = 250, 1 N/mm, enquanto as deformagdes generalizadas sio:

20, 82 5,207
€%, = Cp€%,=250,1 —6,820 »107%=¢ —1,706 » 107> (6.87)
—4,609 —1,15

b) Andlise da segunda falha
Uma vez que as laminas 1 e 3 falharam pelo modo 3, todas as componentes de suas matrizes de rigidez [Q]
se anulam, conforme (6. 64) ith é, para o préximo intervalo de carga faremos a eliminagao total das laminas

impondo: Q! = Q? = Q Q = 0. Temos agora o laminado composto apenas pela lamina 2. A matriz [A]

do laminado no segundo intervalo de falha serd simplesmente Ap, = Q ha, e sua inversa,

6,85 —1,92 4,60

Azl= 16,5 0,988 | 1077
STm. 31,4
O incremento ficticio de deformagcao correspondente a Ng, ¢
250, 1 17,0
_ A1 _ —3
As}—ARQ 0 =< —4,79 > 107°.
0 11,5

. ~ .. N . ~ , l ~ ‘ ~
O incremento de deformagao ficticia nas laminas nas direcoes Ty ¢é Asjf 2= AE?, uma vez que nao hi flexao.
Fazendo a rotagdo para as dire¢bes principais calculamos as tensdes na lamina 2 logo no inicio do intervalo Ra,
quando ela tem que suportar sozinha todo o esforco Ng,. Estas tensoes séo:

700, 1
o1 =QE T, TAef?=¢ 50,3 § MPa.
187,6
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pela falha da lamina 2. No limiar da falha 1, isto é, no final do intervalo de carga R, as tensoes nas laminas

Sa0:
84,12 —0, 8832
w}?lii Cr, *%1_ 4,416 » MPa e {lagf} =Cp ng 27,59 MPa.
0 0

Observe que a lamina 2 tem tensdo oo = 27,59 MPa, que é bastante préxima da resisténcia transversal
Y; = 27,6 MPa. Ela falha entdo pelo modo 2, por separagao entre as fibras. Para concluir os célculos neste
primeiro intervalo de falha, calculemos as deformagoes médias no momento da falha:

1,545
€= CRrgh,=4 —0,1448 5 107°.
0

b) Segundo intervalo de carga

A primeira tarefa neste ponto consiste em estimar as tensoes nas laminas no inicio do segundo intervalo, isto
é, logo imediatamente apds a primeira falha. Para isto usamos o método de eliminagao parcial de propriedades
na lamina 2, ou seja, fazemos Q22 = Q12 = Qe = 0. A matriz de rigidez do laminado fica entao:

(24,39 0,7623 0 N
Agp, = 48,79 0 10— e
| sim. 1,494 mm
10,95 —0,1710 0
Ayl = 2,02 0 | 107
| sim. 66,91

De (6.74), os incrementos de deformagoes ficticias séo AE(}RQ = AE;NRl} = {405,23; —6,332; 0}7

1073, De (6.76), as tensoes nas laminas logo apés a primeira falha, no inicio do segundo intervalo, séo:

222, 1 —3,475
o =Q% T TAc4={ 17,38 ) MPa e ,op= 0 MPa.
0 0

Observe que a lamina 2 encontra-se comprimida na direcao 1. Isto ocorre porque as laminas 1 e 3 estao
tracionadas e o efeito de Poisson impoe uma contra¢ao na dire¢ao y do laminado, o que comprime a lamina
interna. Uma vez que a resina estd fragmentada, ela ndo suporta tensoes oo e T12.

O perfil de esforgos {N} impoe um perfil de deformagoes médias de {E?%Q = AI_%;N = {10,95; —0,1710;
0}7 1075 Os perfis de tensio sdo

6,000 —0,0939
T=Q% T; T g%,=4 0,469 s MPa e op’= 0 MPa.
0 0

Aplicamos o critério de Tsai-Hill a cada lamina para obter os fatores de carga para as seguintes tensoes:

A s 111 l1 —1l1
Laminal — qop + CRr og,

Lamina 2 — aa};ﬁj—k C’l2 *1l2

Os fatores obtidos sdo respectivamente CgQ = 18,86 ¢ C%Q = 10.978. Usando o menor, Cr, = 18,86, as
tensoes no limiar da segunda falha sao
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200 1200

Falha3 Falhaz

Falha?2
Falha1l

OT— T T T T 1

0 4 8 12 16 20
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Figura 6.23: (a) Estimativa de curva esforgos versus deformagao generalizada no Exemplo 8. Esforgos
em N/mm e deformagoes multiplicadas por 1073, (b) Estimativa da curva o1 versus €1 na lamina 1
nas diregoes principais, até a falha final do laminado. N, em N/mm, o1 em MPa e £; multiplicada
por 1073,

Todo o processo fisico de falhas de um laminado é na realidade muito mais complexo do que aquele
que pode ser considerado nos cdlculos algébricos simples que estd incluido neste capitulo e resumido
no fluxograma de cédlculo da Tabela 6.1. Algumas das deficiéncias principais nestes procedimentos
consistem em considerar um procedimento inteiramente local, associado unicamente ao que ocorre
através da espessura, num ponto de coordenadas (z,y). Adicionalmente, considera que no presente
problema, da barra tracionada, o estado de tensoes é completamente uniforme na direcao transversal
y. Na realidade, o processo fisico ocorre com interacées do material circundante, exigindo modelagem
da mecroestrutura do material, determinando os gradientes necessarios das varidveis.

Geralmente considera-se que laminados regulares angulares, como o do Exemplo 9, possuem apenas
um intervalo de carga, e que laminados cruzados, como o do Exemplo 8, possuem apenas dois intervalos
de carga. Seguindo o procedimento de calculo apresentado, obtivemos um tnico intervalo no Exemplo
7 e trés no Exemplo 8. Observando o grafico da Figura 6.23, verificamos que a falha 2 ocorreu
bastante préximo da falha inicial. Caso as duas falhas realmente ocorram separadamente, é dificil
fazer sua identificacdo experimentalmente. Lembramos que nenhum modo de falha parcial ocorre de
forma instantdnea. Primeiramente, pequenas fissuras surgem, crescem e aumentam em ntmero, de
forma que as vezes ¢ dificil indicar o momento preciso em que surgiram ou qual seu momento mais
representativo.

O mesmo procedimento de cdlculo usado no Exemplo 8 pode ser usado para outras relagoes entre
as espessuras das laminas. Lembramos que na eq.(6.28) foi definido o coeficiente M para laminados
cruzados. Para trés laminas, sua definigao é simplesmente M = 2h;/he. No Exemplo 10 tinhamos,
portanto, M = 0,2. Pode-se calcular as cargas de falha para outros fatores M, obtendo os resultados
ilustrados na Figura 6.24. Ali encontramos os valores de esforcos por unidade de espessura estimados
para a falha inicial e para a falha final. Valores semelhantes sao apresentados por Tsai [201].

6.5 Placas metdlicas com stiffeners e grelhas metdlicas

Até a década de 1940, antes, portanto, das fibras de alto desempenho, uma quantidade razodvel
de pesquisas em placas e cascas ja era feita para os casos ortotrépicos, simétricos ou nao. Na época,
diversas motivagoes jd existiam: estruturas em madeira e compensados, concreto reforgado e laminagao
de chapas de aco, entre outros. Um tipo bastante importante de painél metdlico, desde o século
XIX, é aquele constituido por placas metalicas (ou de qualquer outro material homogéneo-isotrépico),
reforcadas em uma ou duas diregdes ortogonais com os chamados stiffeners ou nervuras. Dois tipos
de reforcos sao considerados aqui, os ilustrados nas Figuras 6.25 e 6.26. Os conjuntos podem ser
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Figura 6.24: Resisténcia de laminados cruzados em termos do coeficiente M.

compostos por uma chapa, com uma série de barras soldadas longitudinalmente numa certa diregao,
ou ainda com um segundo conjunto de barras soldadas transversalmente formando uma grelha de
malha retangular. As barras longitudinais, na direcdo x, e as transversais, na direcdo y, podem ter
secOes transversais idénticas ou diferentes. Em muitas aplicacGes prescinde-se da chapa e o painel é
constituido apenas pela grelha metélica. O processo de construgao nao necessita ser necessariamente
por solda. Dependendo do material, os processos sao diversos: a peca pode ser construida em uma
unica operacao por fundicao ou forjamento para os painéis metdlicos. Os painéis pldsticos podem
ser injetados ou moldados também em uma tnica operagao. Painéis de madeira ou outros materiais
podem ter os reforgos colados. De fato, mesmo estruturas metdlicas podem ser construidas por cola,
resultando num processo muito mais eficiente de transmissao de esforgos que com o uso de pinos,
parafusos ou outras formas puntuais de unido.

dy
e
M MM
: I
- |.rly
——
|
e[ —r
b } dy
- 45—t
YA YI
X . z| H, |

Figura 6.25: Placa metédlica reforcada com stiffeners em duas dire¢bes ortogonais. Configuragao
simétrica.

Dois tipos de painéis sao considerados. O da Figura 6.25 é simétrico e o da Figura 6.26, assimétrico.
Em ambos os casos, porém, eles sao ortotrépicos. O objetivo aqui consiste em definir proced-
imentos para a estimativa dos termos das matrizes constitutivas A, B e D para o painel.
Conhecidas essas matrizes, a principio podem-se usar todas as formulagoes e soluces desenvolvidas
para placas ortotrépicas, apresentadas na Parte II do livro.
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Figura 6.26: Placa metédlica reforcada com stiffeners em duas dire¢bes ortogonais. Configuragao
assimétrica.

termos de rigidez do caso simétrico, eqs.(6.88) e (6.89), aplicam-se também neste caso, adicionados
dos termos de B dados por [36]:

FA FA
) Boy = — Y

Bi1 =e; (6.93)

onde 0s novos termos sao:

e [, I, - momentos de inércia das barras em relacao a superficie média da chapa.

® ¢, ¢y — distancia do centréide das barras a superficie média da chapa. Para o caso de cilindro,
as distancias sao positivas para fora.

Os demais termos sao nulos e a notagao é idéntica ao caso simétrico. Para o caso de casca cilindrica
basta substituir os indices = e y por x e s, medidos nas diregoes axial e tangencial, respectivamente.

6.6 Exercicios

6.1 Deduza as eqs.(6.19) a partir de (6.16) e (6.17).
6.2 Deduza (6.20) a partir de (6.19).

6.3 Considere um laminado com duas laminas idénticas em propriedades eldsticas e espessuras,
orientadas em [0°/90°]. Mostre que N; = A1 5+ A12 eyt Bi1 kg e My = Bi1ey+Diy ey +Dig iy,
Deduza as expressoes para os valores de rigidez.

6.4 Prove que a rigidez B;; é zero para laminados simétricos.
6.5 Prove que G’ = B'Y na eq.(6.34).

6.6 Tome o laminado bimetal do Exemplo 6.3 submetido a um momento fletor M, = 1,0N e os
outros esfor¢os nulos. Obtenha e plote a funcao de deflexdo w (z,y).

6.7 Um laminado angular simétrico, com laminas idénticas orientadas a [£6]_, é submetido a um

esforco axial N,.

s

a) Mostre que as tensoes nas diregoes principais nas laminas sao (s = sen 6, ¢ = cos0):

_ _ 2 2
01\0 =01 | _,= 046"+ 0ys” + 274y S¢,
02|6 =02 ,= 0,82 + 0y02 — 2T s C,

7'12‘(9 = —T12 LG: —0z 8C+ 0ySC+ Tay (02 _ 32) )

b) Mostre a origem e explique o significado de 7.
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b) Calcule e plote ao longo de z as tensoes e deformagoes principais nas laminas.

c¢) Use o critério de Tsai-Hill e obtenha o perfil de cargas para as falhas inicial e final do laminado.
Use as resisténcias do Exemplo 6.9, pagina 156.

6.16 Construa e use um programa computacional para resolver o Exemplo 6.7 para o laminado com
[0°/90°/0°].

6.17 Deduza a equagao (6.72) para o critério de falha de Tsai-Wu.

6.18 Mostre que as matrizes de flexibilidade do laminado, eq.(6.34), obtidas pela inversao das sub-
matrizes de rigidez (6.21), podem ser obtidas pelas seguintes operagoes:

A/ — A* — B*D*flc* — A* + B*D*le*T D/ — D*fl
Bl — B*D*—l — _D*—lc*

onde A* = A7l B*= —-A"'B, C* = BA ! = —B*T, D* = D - BA"!B. (Isto significa que a
inversao de C é obtida realizando
apenas trés inversoes de matrizes 3 x 3.

6.19 Considere um piso de passarela industrial constituido por painéis retangulares de dimensoes
axb=3m x 2m. Cada painel é composto por uma placa de espessura constante H = 6,0 mm,
reforcada por uma grelha metédlica simétrica. Cada painel é simplesmente apoiado pelas duas
extremidades mais distantes, formando um vao de comprimento a, e é submetido a uma carga
distribuida uniforme g. Determine a maxima carga distribuida que pode ser aplicada a um
painel. Caso a carga requerida seja de 300 kgf/m?, que modificacoes vocé faria para adequar o
projeto? Os parametros geométricos da grelha sao os seguintes:

d, = 100mm, h; = 3,0mm, H; =20,0mm,
d, = 150mm, hy = 3,0mm, Hy, = 30,0mm.

6.20 Considere um vaso de pressao bobinado em camadas orientadas com angulos 8 = +£54,74°.
Considere que o processo de bobinamento produz um composto uniforme com 70% de fibra em
volume. Usa-se vidro/epdxi com as seguintes caracteristicas:

Vidro Epéxi

py = 2.500 kg/m?, p,, = 2.500 kg/m?,
E; =72.000MPa, E,, = 3.500 MPa,
ory = 1.700 MPa, oRgy; = 45 MPa,

evy = vy =0,3. O raio médio R do cilindro ¢ 400 mm e cada camada tem h = 0,2mm de
espessura. A pressdo interna aplicada ¢ de p = 5 atm (1 atm = 9,81 N/cm?). Determine o
nimero de camadas minimo necessédrio, IV, e a espessura H total da parede. Considere que, na
parte cilindrica, os esforcos na parede sao dados por Neire = 2Njong = p R, onde circ e long se
referem as diregoes circunferencial e longitudinal, respectivamente. (Dica: primeiro, estime as
propriedades de uma lamina unidirecional usando as férmulas de micromecénica. Em seguida,
verifique o fator de carga para um laminado unitdrio constituido por apenas quatro laminas
orientadas a [+60/ — 68/ — 0/ + 6]. Finalmente divida por quatro o nimero calculado, obtendo
assim a quantidade necessdria de laminas. Explique o que justifica este procedimento.)





