Capitulo 13

Tensoes interlaminares e teoria de
primeira ordem

Em razao das hipéteses de Kirchhoff, a teoria classica de laminagao apresenta uma série de limitacoes
em seus resultados, como os seguintes:

1. Por definicao, as tensoes transversais o, 7, € T, sao consideradas nulas na TCL (Teoria Clés-
sica de Laminagao). De fato, em geral essas tensoes nao sao fisicamente nulas, e assumem valores
importantes nas interfaces das laminas nos compostos. Essas componentes de tensao sao respon-
sdveis por um dos modos de falha mais importantes e frequentes em laminados, a delaminacgao.
Fisicamente, uma das causas dessas tensoes consiste na diferenca abrupta de propriedades elds-
ticas entre laminas contiguas. O efeito dessas tensoes sobre laminados é, entdo, muito mais
importante que sobre placas e cascas homogéneo-isotrépicas. Nos compostos, o médulo de elas-
ticidade das resinas poliméricas tem um valor muito inferior ao médulo da fibra e mesmo do
laminado como um todo. Uma vez que é a resina que transmite os esforcos internos, o efeito do
cisalhamento no laminado é o efeito somado das contribui¢cdes de cada regiao interlaminar ao
longo da espessura.

2. A TCL também sup6e uma distribuicao linear de deslocamentos coplanares ao longo da espes-
sura, contrariamente aos resultados analiticos obtidos por teorias mais sofisticadas.

3. A equacdo diferencial do problema para TCL, Viw = q/D para placas isotrépicas, permite
a satisfacao de apenas duas condigoes de contorno em cada ponto do contorno, o que impede
completamente uma determinacao precisa dos efeitos de borda, também chamada camada
limite ou ainda boundary layer.

4. Também a TCL supoe um estado plano de tensoes nas relagoes constitutivas, o que impede um
cédlculo preciso das tensoes interlaminares.

Neste capitulo examinaremos a presenca e o comportamento de dois problemas: (a) uma barra
laminada sob tragao e (b) o problema de flexao cilindrica. Para ambos os problemas apresentaremos
as solugoes fornecidas pela TCL e pela teoria tridimensional de elasticidade. Adicionalmente, se
desenvolverao as solugoes fornecidas pela teoria de Mindlin para laminados semi-espessos. Esta é
a teoria mais simples disponivel, capaz de aproximar, até certo ponto, os efeitos de cisalhamento
transversal num laminado sob flexao. Conforme se observard, embora essa teoria apresente melhores
resultados que a TCL, para muitas aplicagoes ainda nao é satisfatéria. No Capitulo 19, apresentaremos
as chamadas teorias de ordem superior, capazes de aproximar melhor os resultados.

Observamos que as solugoes apresentadas aqui tém duplo objetivo. Primeiro, o de demonstrar o uso
de alguns métodos clédssicos de solugao de problemas diferenciais. Além disso, as solugoes podem, efe-
tivamente, fornecer valores indicativos, teis em etapas preliminares de projeto de componentes reais.
Adicionalmente, esses valores sdo titeis na verificagao de resultados obtidos por métodos numéricos de
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uso geral, durante a qualificacdo de programas computacionais. Esse tipo de uso é comum em ativi-
dades de pesquisa e desenvolvimento. Formulagoes de elementos finitos, que permitem o tratamento
mais preciso de problemas reais, complexos, sao vistas no Capitulo 18.

13.1 Cisalhamento numa barra laminada sob tracgao

Pipes e Pagano [159] usaram o laminado mostrado na Figura 13.1 para analisar os efeitos das tensoes
cisalhantes. O laminado é simétrico angular, com um nimero par de laminas do tipo [+0/—60/—60/+0).
A solugédo obtida pela TCL é comparada & solugdo dada pela teoria de elasticidade linear, ambas
deduzidas a seguir.

13.1.1 Solucgao pela TCL

A solugdo pela TCL é obtida de forma bastante simples. Uma vez que B=0, M =0 e N =
{Ng;0; O}T, basta que se considere a rigidez extensional A do laminado, cuja inversa fornece as
deformacoes extensionais. Para esse tipo de laminado, A1 = Agg = 0, de forma que

8; N AQQ

eo = % —A . 13.1
Y A1 Agg — A2, 2 (13.1)

Yay 0

[o/- o/~ o/a]
Figura 13.1: Problema de uma barra laminada simétrica sob tragao. (cf. Pipes e Pagano [159].)

P A s ~ . . .- =k - . ~
Porém, como as laminas sao angulares, as matrizes eldsticas Q" sao cheias, e as tensoes coplanares
em cada lAmina sao

l J— J— J—
Oz * Qu Q2 Qe €z
Oy = | Q2 sz 926 €y (13.2)
Txy Qs Q26 Qe Vay
. l .
Consideremos a componente 7% :
T?y = Qs + Qo Ey- (13.3)

Uma vez que as deformagoes previstas pela TCL independem do ponto (z,y), também a tensao cisal-
hante é suposta uniforme em toda a lamina, inclusive nas bordas y = +b. Observe que, rigorosamente,
do ponto de vista fisico, temos como condigdes de contorno que 7, (x; +b; 2) = 0 para qualquer z, z.
Esse tipo de condigao de contorno, porém, nao pode ser imposto numa teoria simplificada como a de
Kirchhoff para placas delgadas isotrépicas ou na TCL, de forma que (13.3) apresenta valores nao-nulos
nas bordas.
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cz=rxz=tyz=0
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"\ U,(y,0) =V,,(y,0) = W(y,0) =C

Figura 13.3: Regiao modelada pelo método de diferencas finitas, condigoes de contorno e simetria.
(cf. Pipes e Pagano [159].)

13.1.2 Solugao pela teoria de elasticidade linear

Pipes e Pagano [159] analisaram o problema da barra tracionada tratando-o como um estado triaxial
de tensoes em vez de tensbes planas. A relacdo tensao-deformag@o para uma lamina ortotrépica em
relacdo aos eixos principais ¢ dada pela eq.(4.3), pdgina 74, enquanto nas dire¢oes xyz obtidas por
uma rotagao em torno do eixo z ¢ dada por (4.77):

oz ) [ Ch, Cf, Cf;s 0 0 C% 1 ( e
Oy 05 C3 0 0 C% €y
o, C3; 0 0 C3s €,
_ _ 13.6
Tyz Cip Cis O Vyz ( )
Tzx ' C?:S 0 Yz
L Tzy ) | sim. Cés 1\ Yoy

As relagoes deformagao-deslocamento usadas sao as lineares tridimensionais dadas em (11.37). Considera-
se que o laminado esteja submetido a um estado de extensao uniforme nas extremidades, de forma
que se consideram todas as tensoes independentes de z. O campo de deslocamentos é tomado como

u(z,y,z) = Kz + Ul(y, 2), v(z,y,z) = V(y,z2), w(z,y, z) = W(y, 2). (13.7)

Note que, exceto pelo termo Kz, todo o problema ¢é plano, em termos apenas de y e z. Desta forma,
as relagoes deformacao-deslocamento tornam-se

ov ow
€o = K, Ty T an
y z (13.8)
_v oW U U
fsz - 62 ay ’ Yoz = 82: ’ ’ny - 8y ’

e, como o;; = 04j(y, 2), as equagoes de equilibrio provenientes de (11.38) se reduzem a

OTyy ~ OT do or or Oo
z 2 =0 Y Y2 =0 Yz £ =0. 13.9
oy 0z ’ Oy + 0z ’ Oy * 0z (13.9)

Substituindo (13.7) em (13.8) e estas em (13.6) e finalmente estas ultimas em (13.9), obtém-se as trés
equacoes de equilibrio em termos das trés fungoes incégnitas U, V e W para uma lamina k genérica:
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CeeUyy + C35U 22 + C55Viyy + CV ez + (Cis + Cf5) Wy = 0,
C36Uyy + Ci5U 22 + CHViyy + C4V ez + (O35 + Ciy) Wy = 0, (13.10)
(Cfs + C36) Uy + (Cfy + C33) Viye + CHW oy + C53W . = 0.
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Figura 13.4: Barra laminada sob tragdo simples como nas Figuras 13.1 e 13.3. Tensoes [MPa] na
interface z = h para b = 8h = 2H. Laminado de grafite-ep6xi, [45°/ — 45°/ — 45°/45°] . (Pipes e
Pagano [159].) Solucao da TCL: 0, /€, = 20,4 GPa, 75,/e;, = 7,93 GPa.

Este é um sistema acoplado de equagoes diferenciais de segunda ordem, linear, homogéneo, que
aparentemente nao possui soluc¢do analitica. Pipes e Pagano [159] buscaram entao uma solu¢ao aproxi-
mada pelo método de diferencas finitas. Por causa da simetria da se¢do transversal, apenas um quarto
dela tem que ser modelado. A Figura 13.3 indica a regidao modelada, as condi¢bes de contorno e
as linhas de simetria. Os resultados numeéricos obtidos por Pipes e Pagano foram obtidos para um
laminado de quatro laminas de grafite-ep6xi com!

E1 = 2(),0 . 106 pSi, G12 = G23 = G31 = 0, 85 - 106 pSi,

Ey = E5=2,1-10° psi, Vig = Va3 = v31 = 0,21. (13.11)

As dimensoes da seg@o foram tais que b = 8h, isto é, 2b = 4H, onde H é a espessura do laminado e
h da lamina. A Figura 13.4 mostra a variagdo das tensoes ao longo de y, na interface z = h entre a
terceira e a quarta lamina, para uma sequéncia [45°/ — 45°/ — 45° /45°].

Observe que na regiao central da barra a solucao ¢ como previsto na TCL, com o e 7, aproximada-
mente constantes, e 7., nula. Préximo as bordas, porém, existe uma regiao onde 74, vai a zero, o,
diminui e 7., cresce. Resultados obtidos para vérias outras geometrias mostram que essa regiao de
perturbacao, geralmente denominada camada limite, tem dimensoes sempre préximas do valor da
espessura H do laminado. Em outros tipos de problemas, como na torcao de barras, essa regiao se

1 . . e . N . .
Excepcionalmente usamos aqui valores no “sistema” inglés de unidades, uma vez que estas foram as unidades usadas
por Pipes e Pagano em seu trabalho.
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Figura 13.5: Distribuigao dos deslocamentos axiais U(y, z) ao longo de y na face da barra, z = +2h.
(Pipes e Daniels, [158]).

aproxima de 2H. Observe que, contrariamente ao senso comum, mesmo num problema simples como
este, de uma barra tracionada uniformemente ao longo de x, os deslocamentos axiais nao sao uniformes
ao longo da segao transversal. Na Figura 13.5 a solucao de Pipes e Pagano [159] é mostrada para a
funcdo U(y,2h) na superficie superior da barra. Como visto, u(0,y, 2h) é aproximadamente nulo em
toda a regiao central, como suposto na TCL, mas desvia-se sensivelmente na camada limite.

13.2 Cisalhamento em flexao

No Capitulo 11 apresentamos o equacionamento para a flexdo de laminados semi-espessos, isto é, em
que considerdvamos a presenca de um cisalhamento transversal constante ao longo da espessura, como
indicado por (11.55). As relagoes cineméticas (11.41) eram entao lineares ao longo da coordenada z,
o que torna aquela uma teoria de primeira ordem. Logo apds as equagoes de movimento terem sido
obtidas, eqgs.(11.38), o equacionamento foi simplificado usando as hipéteses de Kirchhoff para placas
delgadas e solucbes analiticas para diversos casos foram apresentadas no Capitulo 12. Entretanto,
como visto na Secao 13.1, embora a TCL seja capaz de fornecer respostas razodveis no interior dos
laminados, é incapaz de estimar as tensoes interlaminares que se desenvolvem essencialmente nas
regioes de borda. Torna-se necessdrio voltar a atencao a teoria de primeira ordem em busca da solugao
interlaminar. Como serd visto neste capitulo, essa teoria também obtém sucesso apenas parcial neste
campo, requerendo outras formulacdes, como as teorias de ordem superior vistas no Capitulos 19.

13.2.1 Teoria de Mindlin para laminados

O tratamento para considerar cisalhamento transversal constante ao longo da espessura para placas
isotrépicas homogeéneas foi primeiramente proposto por Reissner [168] e por Mindlin [137]. Aqueles
trabalhos foram inicialmente estendidos para placas de materiais compostos por Yang, Norris e Stavsky
[223], e posteriormente modificados por Whitney e Pagano [217].

O equacionamento fundamental foi desenvolvido na Secao 11.2 e é sumarizado aqui para maior
clareza. Primeiramente, como se trata de uma teoria de primeira ordem, supoe-se que os deslocamentos
variem linearmente ao longo da espessura, como em (11.41):

u(w,y,2,t) = u® (z,y,t) + 29, (v,y,t),
v (z,y,2,t) =0 (2,y,t) + 29, (2,9,1) (13.12)
w(z,y,2,t) =w(z,y,t).
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As relagtes deformacao-deslocamento lineares resultam nas relagoes
€r = €9 + 2Ry,
€y = &y + 2Ky, Yoz = Yu t 5 (13.13)
Yoy = Vay T 26zys  Vyz = Py + BN

onde €3, &y € 7y, sao as deformacGes normais coplanares da superficie de referéncia do laminado, k;,
Ky € Kgy Sa0 as variagoes de curvatura, 7,, € 7,. sao as deformagoes cisalhantes transversais. Essas
deformacoes sao relacionadas aos deslocamentos por

o _ ou® o — ov° o ou’ n ov°

r oz’ Yooy’ w9y Ox’ (13.14)
o — awz - % P ad}m + % .

T oz Yooy W oy ox

Usando as defini¢oes dos esforgos normais, de momentos e cortantes, obtém-se as relagoes constitutivas
para o laminado, eqs.(11.56) e (11.61):

(bl ol{h o (&) mm[& &) o

k=1

A segunda igualdade pode ser posta na forma

Q= En.. (13.16)

As equagoes do movimento em termos dos esforgos sdo as cinco equagoes (11.51), ou equivalen-
temente (11.52), depois de eliminados os esforgos cortantes. A substituicao das relagoes cinemdticas
(13.14) nas relagoes constitutivas (13.15) e destas nas equagdes de equilibrio permitem a determinagao
destas em termos dos deslocamentos. Para um laminado simétrico temos que B = 0 em (13.15) e
a inércia p; = 0 definida em (11.45), de forma que as equagdes do movimento assumem a seguinte
forma;:

62uo 82 o 62uo 62’00 82 o aQUo 82u°

A 24 A A + (A A Asg— = po—o
= Al 55 972 + 16520y + Aee 92 + Aie 72 + (A12 + 66)8 ay + Age 0y Po g2
0u° 0%u° 0%u° 0%0° 0%0° 0%v° 0%0°

A + (A A A A 2A Apo—— = p,——5
= A6 o + (A2 + 66)8 9 + A26— 5 a7 +Ass 5 5 + 2425 o a9y + Asz2 o7~ oo

= [E55 <5¢z + 92 ) + Bys (37/’1« + e +28:p8 ) + Eya < 00y + w>]

Ox oy ox Oy Oy?
0w 0w 0w 0w
NZY 4on, T NI = LY
+{ 92 T ey T yagﬂ] 4= P
0? 0> 02 0%, 0%
= Du 8523:+2D 65 1§$+D 8%’”+D168 +(D12+D66)a -

oy
0™ P,
+Das 8y2y - {E55 <¢x ) + Eys ( ﬂ P2 g2
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9% 9% % Y %
D L D D r i+ D T 1D Y 4 9D Y
= Dis—5 3 + (D12 + 66)8x8y + Dag 3y +Dos 5 5 + 2 52y
0% ow ow 0%
+D22W2y - [E45 (lz);p + a:v) + Euy <1;[}y + ay)] = ,OQW;J-

(13.17)

Observe que as equacgtes sao desacopladas mesmo com a presenca do cisalhamento transversal: as
duas primeiras envolvem apenas deslocamentos de membrana, e as ultimas, flexao.

As condigoes de contorno sao aquelas listadas em (11.53) ou (16.29)—(16.33). Nas Segoes 13.4 e
13.5 consideraremos com certo cuidado a determinagao do fator de cisalhamento k presente em (13.15).

13.2.2 Flexao cilindrica de laminados ortotrépicos — Modelo de 12 ordem

Consideramos aqui o problema de flexao cilindrica de um laminado ortotrépico, ndo necessariamente
simétrico, com laminas orientadas a 0° e 90°. Nesta se¢ao buscaremos a solucao usando as hipéteses do
modelo de primeira ordem, também chamado de Mindlin-Reissner, conforme apresentado por Whitney
e Pagano [217]. Nas secOes seguintes mostraremos a solu¢do do mesmo problema usando uma teoria
mais simples, a TCL, e também usando uma formulagdo mais completa, a teoria de elasticidade,
conforme apresentada por Pagano [149].

y y
a(x)
z borda z
simplesmente
laminak = N\ apoiada
X L ——V X
laminak=1-"]___a

Figura 13.6: Flexao cilindrica numa placa semi-infinita ortotrépica.

A placa é infinitamente longa na diregdo ¥y, conforme a Figura 13.6, submetida a uma carga
transversal ¢ = ¢(x) independente de y. Consideramos um laminado como aquele definido na eq.(6.32),
com as laminas orientadas ao longo dos eixos x e y, tal que Ajg = Aog = B1g = Bag = D1g = Do =0
e Bos = —Bj1. Uma vez que a placa é infinita e a carga independe de y, na realidade todas as funcoes
sao independentes de y, isto ¢, em todas as equagoes diferenciais podemos fazer 0 (-) /0y = 0. Com as
bordas x = 0 e x = a simplesmente apoiadas, a configuracdo deformada é uma superficie cilindrica,
de tal forma que

v (z,y,t) =0, u® =u° (z,t), w=w(z,t),

13.18
by (,y,t) =0, W, =1, (z,t). (13.18)

Assim, as equagoes de movimento (11.51) podem ser linearizadas e colocadas na forma
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Mx(.’L‘) = BHE(;; + Di1kg = —(BHUm + Dllqjm)pm sen Py, x. (1332)
Eliminando sen p,,x de (13.31) e (13.32), temos:
—k
ol (2, 2) = Q11(B11 — 2A11) M, Im
o A P (B11Up + D11Y,y,)

Substituindo as expressoes para U, e ¥, de (13.24), pode-se facilmente verificar que o termo entre
chaves é igual a —1, de forma que

—k
Qi (B — zAn)M,
A Y

ok (z,2) = com A = A1 Dy — B (13.33)

Como serd visto na Secao 13.2.3, esta é a mesma distribuicao de tensoes obtida pela TCL. Isto
ocorre porque, em ambos os casos, a distribuicao de deslocamentos é linear ao longo de z. Uma solugao
mais acurada para as tensoes coplanares s6 pode ser obtida com o uso de teorias de ordem superior.
Observe que essa igualdade de distribuicGes independe do tipo de carregamento aplicado, uma vez que
a deducao usou um harmonico qualquer do carregamento distribuido.

13.2.3 Flexao cilindrica de laminados ortotrépicos — TCL

Consideremos agora o mesmo problema ilustrado na Figura 13.6 e busquemos a sua solugao ignorando o
cisalhamento transversal. Aqui apresentamos apenas a solu¢ao para a placa ortotrépica, Ajg = A1 =0
etc. A solugdo para a placa anisotrépica também é possivel, pelo mesmo método, e estd sumarizada
em [213]. As hipéteses feitas na Se¢ao 13.2.2 ainda se aplicam, com as egs.(13.18) substituidas por
o_,0 o _ _ 0 () _
u® =u’(z,t), v (z,y,t) =0, w = w(x,t), — =0. (13.34)
oy

As equagoes de movimento sao obtidas das eqs.(11.87), que para o caso de placa ortotrépica, e usando
(13.34), simplificam-se para

9?u’ Pw 9?u°
A - B =
11 922 11 03 Po 912
0=0, (13.35)
*w 930 9w
D — By1—— = t) —p,—=.
11 11753 q(z,t) = po o012

Oxt
As condicGes de contorno para as bordas simplesmente apoiadas sdo basicamente as mesmas expressoes
vistas em (13.21), mas devem ser reescritas na forma:

w(z) =0,
ou° O%w

Ny(z) =0 — A11% - Bllw =0, (13.36)
ou® 0w

Mm(w):0—>311%—D11w:0, paraz=0e x = a.

Para o caso dindmico, as duas equagdes (13.35) permanecem acopladas, mas para um caso estético
elas podem facilmente ser desacopladas. Diferenciando a primeira equagao uma vez e substituindo-a
na segunda elimina-se u°, o que resulta num sistema desacoplado na forma

*w ~ Ang(z)
ozt A
83u° . Bllq(a:) . Bll 84w
or3 A Ay 0at

Estas sao equagoes diferenciais ordindrias. A solucdo pode ser obtida simplesmente integrando essas

(13.37)

com A= (AHDH — B%l) .
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13.2.4 Flexao cilindrica de laminados ortotrépicos — Solugao de elasticidade

Consideramos o problema da Figura 13.6, cuja solucao foi mostrada nas se¢bes 13.2.2 e 13.2.3 para as
teorias de primeira ordem e a TCL, respectivamente. Pagano [149] desenvolveu a solugao exata desse
problema a partir das equagoes tridimensionais da elasticidade linear, de forma a avaliar a precisao
das teorias simplificadas. A solucéo de Pagano para laminados ortotrépicos é sumarizada aqui, e a sua
extensao para o caso de laminados angulares pode ser vista em Pagano [152]. (O leitor pode passar
diretamente & secdo seguinte, onde se comparam os resultados numeéricos obtidos pelas diferentes
teorias, sem prejuizo de continuidade do texto.)

Pagano considera que o corpo esteja num estado plano de deformagdo em relagdao ao plano z-z. O
carregamento ¢(x) consiste numa tracao aplicada na face superior. Assim, em lugar de se trabalhar
no plano z-z, trabalha-se no plano z-z, pois as func¢oes independem de y. Podemos tomar a relagao
constitutiva (4.6), pdgina 74, para um material ortotrépico, e aplicd-la a uma lamina, com a restri¢ao
de que

€y = ’ya:y = Vyz =0. (1347)

Disso resulta

€z = S110; + S120y + S1302,
0 = S1205 + S220y + Sa230,

13.48
€, = 5130 + Saz0y + S330, ( )
’y;z'z — 5557—332'
Pode-se isolar o, da segunda equacao e elimind-lo das outras, donde resulta
S S12523
Ex = <511 - S’;i) or + <Sl3 S, )0
Sa3S S2 13.4
5ZZ<S13— 253 12>0’x+<533—323>0za (13.49)
22 22
Yoz = SSSsz'
Essas relagoes podem ser postas numa forma matricial, como
Iy k !
Ex * Ry Rz 0 S
Ex = R13 R33 0 (o N (13.50)
Yz 0 0 Rss Txz

onde os R;; sdo coeficientes de flexibilidade reduzidos para deformagoes planas, definidos por (13.49),

ou ainda, de forma sintética, por

Si2S;2
Sy’

Rij = Sij — i, j=1,3,5. (13.51)

A relacao constitutiva plana (13.50) é complementada pela segunda equagao (13.48) na forma

o, = _ S120a + 5230,3‘
Soo
As demais equagoes que definem o problema sdo as equagoes de equilibrio obtidas de (2.16), que
se reduzem a

(13.52)

zx T mzzzov
{U’ Taz, (13.53)

Ozzt+ Toza = 0,

e as relagoes deformacgao-deslocamento,
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ou(x, z) _ Ow _Ou | Ow
o ez, 2) = 55 Vor (T, 2) = e + e (13.54)

e finalmente as condi¢oes de contorno:

ex(z,2) =

o.(z, H/2) = q(x),
o (x,—H/2) = 74,(x,£H/2) =0,
04(0,2) = 04(a,z) =0,

w(0,z) = w(a, z) = 0.

(13.55)

Além das condicGes de contorno, serd também necessdrio definir condig¢des de continuidade de
tragoes e deslocamentos nas interfaces entre as laminas. Como antes, seguimos a conven¢ao de numerar
as laminas de baixo para cima, como definido na Figura 6.4, pdgina 129. A superficie superior da

lamina k tem indice k e cota zj, para k=1 a N. A face inferior do laminado tem cota z, = —H/2.
laminak + 1 | Aoty
U% Zr1= hyaa/?) z
S A% Ze1= - Myera/2)
S X 7= h2) X
t,,(X = h/2)
laminak | adox

Figura 13.7: Tensoes interlaminares entre as laminas k e k 4+ 1 e sistema local de coordenadas
Tk =Yk — Zk-

Define-se também um sistema local de eixos coordenados (z, Yk, 2x) em cada lamina, com origem em
x=0e z=7Zy, isto &, na superficie média da lamina k, como ilustrado na Figura 13.7. Desta forma
as condicoes de continuidade numa interface genérica sao

ol (2, 2 = hi/2) = 05 (3, 2ps1 = —hps1/2),
I

ub(z, 2, = h1/2) = u (2, 2001 = —hri1/2),

wh(z, 2 = hp/2) = w2, 2001 = —hre1/2),

parak =1,2,... N —1. O carregamento ¢(z) ¢ expandido em série de Fourier como em (13.22), que
colocamos na forma

a(@) =3 4 senpua, (13.57)
m=1

com p,, = mn/a. Esse carregamento ¢ aplicado na superficie superior do laminado. A solu¢do do
problema de valor no contorno, descrita pelas equagoes (13.50) e (13.52)—(13.56), é dada por Pagano
como

Uéck = ]/C,(Z) S€N Pm T,

aik = — pgnfk(z) sen pm, (13.58)
—hi h

Té’; = — pmf(2) cos pm, para 2z € {Qk, Qk} ,

onde f; indica a segunda derivada de fj. Estas equacOes satisfazem identicamente as equagoes de
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resultam num conjunto de 4N equagoes algébricas em termos das 4V constantes Fj;. A solucao desse
sistema define a solugdo em (13.65) e (13.66). Essa solu¢ao nao funciona para o caso de uma lamina
isotrépica, como no nicleo de uma placa sanduiche ou em casos onde by = 0 em (13.63), pois a solugao
da equagao (13.60) ndo mais ¢ dada por (13.61). Pagano [149] indica essa solugdo como

13.
5 g (13.67)

fe(2) = (Fik + Forz) €% % + (F3p + Fypz) e ™*? para z € [

onde myy é dado por (13.62) com by = 0. As tensdes em cada lamina k sdo dadas por (13.58), e os
deslocamentos apresentam-se na forma

COS Pm®
up = [~R{1 fi(2) + Rfy pin fr(2)] —

wi = [RE[1(2) = RE [ fr(2)dz] sen ppa para z € [

hy by (13.68)
2 "2 |

A integral na segunda equagao ¢é indefinida, realizada sobre a fungdo dada em (13.67).

5 \
12 ordem, k =5/6
W Elasticidade
4 -
1% ordem, k = 2/3
3 12%0rdem, k =
Y TCL _/
2 -
‘ a
1 I I I
0 5 10 15 20

alH

Figura 13.8: Comparacao de deflexdo maxima wmax obtida pela teoria cldssica de laminagao (TCL)
e pela teoria de primeira ordem, e a solugdo exata de elasticidade para laminado semi-infinito [0°/90°].
W = 103wmax B H? /(qr1a*). ([213] e [217].)

13.2.5 Flexao cilindrica — Comparagao de resultados

Whitney e Pagano [217] e [213] apresentam resultados comparativos para a solu¢do do problema
de flexao cilindrica da placa semi-infinita ortotrépica, usando as trés teorias: a TCL, a teoria de
primeira ordem e a teoria exata de elasticidade de Pagano, descritas nas secoes 13.2.2 a 13.2.4. Foram
usados dois laminados, um nao-simétrico com [0°/90°] e um simétrico [0°/90°/0°], com laminas de
grafite/ep6xi com as seguintes propriedades:

Ey = 25100 psi, G2 =0,5-10° psi, V1 = Va3 = 0, 25.

Eo =1-10° psi, Gz = 0,2 - 106 psi, (13.69)

O carregamento consistiu apenas no primeiro harmonico, ¢(x) = ¢sen(mz/a). A Figura 13.8
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> ch/
ZH . |
04 /eadticidade
0,31
7 aH=10
0,21 /
0,11 interfaces
ZH = 1/6
80 -60 40 -20 20 [ 40 6 8
s,(@2, 2)
0,

Figura 13.10: Tensdes o, ao longo da espessura, para [0°/90°/0°], a/H = 10 (Pagano [149)]).

0,50 - Elasticidade 0,501
Z/H ZH
0,25 1 aH=4 0,25 1
TCL
0 T T T 1 0
0’5 110 15 210
-0.251 tx(0,2 0,25
a0
-0,50 - -0,50-

Figura 13.11: Tensdes cisalhantes 7,, para a/H = 4 e 10, [0°/90°/0°]. (Pagano [149].)

deste problema ¢ fornecida por Dobyns [68]. O carregamento ¢(z,y), a deflexdo transversal w(z,y) e
as rotagoes dos segmentos normais 9, (x,y) e 1, (z,y) sdo expandidos em série por

oo oo
MTT nmwy
YY) = — 13.70
q(x y) W;nz:l gmn SEN a sen b ( )
e
o0 o
w(z,y) = >, Y, Wpnsen mre mry7
m=1n=1 a b
X X mmx nmw
wx(xvy) = Z Z W mn COS Seniyy (1371)
m=1n=1 a b
o0 oo
Yo(z,y) = > > Vymnsen mre cos nry
m=1n=1 a b

A origem do sistema de coordenadas est4 no vértice da placa, que tem dimensoes a x b. Estas equagoes
satisfazem as condigoes de contorno, que neste caso sao

{ w(z,y) =0, . { w(z,y) =0, (13.72)

My(z,y) =0 emz=0ex=a, My(z,y) =0 emy=0ey=0
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\ 057zH \ 051 z/H
0,4 041
o8y aH=4 N\ 03] aH=10
Q2 A AN
01 - \6
EN |
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Figura 13.12: Deslocamento u para a/H = 4 e 10, [0°/90°/0°]. (Pagano [149)]).

Como o laminado é simétrico, os deslocamentos coplanares u® e v° s&o nulos. As condigoes de
contorno (13.72) podem ser simplificadas no seguinte. Consideremos a condigdo M, (z,y) = 0 nas
bordas x =0 e £ = a. A relagdo constitutiva para um laminado ortotrépico sera

My (z,y) = D11tp, 5 + Digthy,, = 0.
Ao longo de toda a borda temos ¢, = 0, o que significa que 1, , = 0. Logo, a segunda condigao

(13.72) pode ser substituida por ¥, » = 0. O processo pode ser repetido para a quarta condigao, de
forma que (13.72) apresenta-se na forma

w(x’ y) = 07 { w(':U? y) = 07
e (13.73)
{ Yy .(2,y) =0, emz=0ex=a, Vyy(2,y) =0, emy=0ey=>

A substituicao de (13.71) na forma estdtica obtida a partir das trés ultimas equagdes (13.17) resulta
num sistema algébrico para cada harmoénico mn na seguinte forma:

L1y = D11 92, + Des p2 + Ess,

L1 L1 Li3 Womn 0 L1y = (D12 + Dé6) Pm P
Lis Lo Los Yymn ¢ =14 0 , onde Li3 = Esspym, Log = Esupn, (13.74)
L1z Laz L33 Winn Gmn Loy = Des p2, + D22 p2 + Eua,

L3y = Essp2, + Esa p3.
Ey4 e E55 sao definidos em (13.15) ou em (11.61), pdgina 305, e

mT nm
- L= 13.75
P . e p 5 ( )

A solucao pode facilmente ser obtida como:

Yamns Yymn, Wimn} = % {L12La3 — LoaLns, L12L1g — L11Lag, L11Los — LTy} (13.76)
e det é o determinante da matriz em (13.75). Coeficientes ¢, para carga uniforme, carga concentrada
e carga uniformemente distribuida sobre uma regiao da placa sao dados nas eqgs.(12.12)—(12.16). Sem
duvida, outros casos de carga podem ser calculados usando (12.4).



364 Materiais Compostos e Estruturas-sanduiche — Projeto e Andlise

0,51
ZIH
0,4 _
Elasticidade// alH=4
0,3 1 /.
/TeL
0,2

/

01 1 /// }Interfaces

0,0 T » s(al2,2)
5 10 15

011 //6 Rl

-0,2 1

\§

-0,3 1

-0,4 1

-0,5-

Figura 13.13: Tensoes o, ao longo da espessura, para [0°/90°/0°], a/H = 4 (Pagano [149]).

13.4 Fator de cisalhamento £ para placa ortotrépica homogénea

Diversos valores para o fator de cisalhamento k tém sido apresentados na literatura. Frequentemente
os fatores obtidos para placas isotrépicas sao utilizados para placas laminadas. Para placas isotrépicas
homogeéneas, Reissner [168] obteve k = 5/6 = 0,833333, para carregamento estatico, Mindlin [137]
obteve k = 72/12 = 0, 82247 para carregamento dinamico. Cowper [63], [70], faz um levantamento de
diversos procedimentos para vigas Timoshenko de diversas formas de secao transversal.

A determinagao precisa do fator k é essencial para a obtencao de deslocamentos precisos pela teoria
de primeira ordem em placas homogéneas. Para laminados, porém, a situagdo é mais complexa. A
distribuicao das tensoes cisalhantes transversais é aproximadamente parabdlica ao longo da espessura,
quando sob carga estdtica. Quando sob carga din&mica, porém, a distribuicdo ¢ mais complexa por
causa da presenca das forcas de inércia. Isso induz diferentes valores para k, conforme o tipo de
carregamento. Outra complicagao para os laminados é que nao é razodvel esperar um fator tinico em
cada ponto, mas pelo menos dois fatores, k; e ky,, em duas dire¢oes ortogonais. Neste sentido, Yang
[223] determinou o fator k para o caso dindmico enquanto Whitney [216] determinou & para o caso
estatico em laminados ortotrépicos nao-simétricos, que veremos na préxima secao.

Consideramos nesta secao a determinacao de k para o caso mais simples de uma placa homogénea
ortotrépica seguindo a formulacdo de Timoshenko [192], e a de Reissner [168]. Ambos os métodos
dependem de uma estimativa prévia acurada das tensoes cisalhantes, ainda que em termos de esforgos
a priori desconhecidos. Inicialmente, mostraremos a obtencao dessa estimativa.

Partimos da integracdo da primeira das equagoes de equilibrio (2.16) na forma

o [* o [*
e M T Loy B LS
n=- n=—

Para uma placa homogeénea ortotrépica sob flexao, as tensoes coplanares sao dadas por (6.11), pagina
127, de forma que (13.77) pode ser integrada resultando

2 2 \2
Taz (2, Y, 2’) = [;m (Qn Kz + Q12 Hy) + ;’y (Qs6 /ﬁmy):| % [1 — <H/2> ] . (13,78)

Mas, de (6.21), temos que M = Dk para um laminado simétrico. No caso de uma tnica lamina
ortotrépica, de (6.25) temos que D = QH?3/12. Entdo M = H3Qk/12, isto ¢é,

12M,
H3

12M,,
H3

Q11 kz + Qu2ky = ; e Q66 Ky = . (13.79)
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Ve 2kH/ / <055 Caa " >d2d9

Como fz Tyr dz = @y e 0s demais termos do integrando sao constantes, a integragdo em z resulta em:

Ue 2kH/

Entretanto, voltando & expressao da energia de deformagao (13.86) e usando a relac¢do constitutiva da

lamina (13.82), temos

Substituimos a distribuigao parabdlica (13.81) para as tensoes:

Uc:/ ; <2H) /:/;2 [1—4(2)12@@.

O resultado da integral em z é 8 H/15, de forma que

Q. (13.87)

055 044

dzdf). 13.88
C55 C44 ( )

Q| Q

Css  Cus

(o
¢ dsd. 13.89
2 5H 055 o Cy ( )
Comparando (13.87) e (13.89), observa-se que
5
k= e 0,8333 (13.90)

13.5 Fator £ para placas ortotrépicas laminadas

Quando a placa é laminada, em geral nao é possivel obter um fator de corregao preciso. A corregao
passa a depender do nimero de laminas, das propriedades e da orientacao de cada ldmina. Para o caso
especial de placa laminada ortotrépica, simétrica ou ndo, Whitney [216] apresenta um procedimento
eficiente para estimar dois fatores, ki e ko, nas direcoes principais da placa, conforme veremos a
seguir.

Considera-se um laminado ortotrépico sob carga estética de flexao cilindrica, como na Secao 13.2.2.
A tensao normal numa lamina k é entao dada por (13.33). Diferenciando aquela equagao em z e usando
uma das equagoes de equilibrio (11.85), neste caso reduzida a M, , = @, obtém-se
@k
ok, (z,y,2) = ﬁ (B11 — A112) Qu, com A = A1 Dy — By, (13.91)
Tomamos a primeira das equagoes de equilibrio (2.16) aplicada a essa lamina, ka’x + Tfifz’z =0,ea
integramos na espessura:

# do'lk
ik (z - / z d 13.92
y, yA .
L (m,y,2) = iy du ( )

Usando (13.91) e efetuando a integragao, temos

L
T,z

= {a %XZ (2B11 —Allz)] Q. (13.93)

a® forma um conjunto de N constantes de integracio, uma para cada lamina, que deve ser determinado
pelas condicoes de continuidade de tensoes nas N — 1 interfaces, mais a condicao de cisalhamento nulo
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Da integracao em z resulta:

lkBk_ 52 —k 9
1 N1 2 a " Bion” Q112
& Ass El ck (a')" 2 + A 322 (BLQf — Aulalr)
—_ 2 g 2 2k
An B (Qﬁ) 2 A% (Qﬁ) 25 , (13.102)
B 4A2 T IA2 ) com A = Ay;;Dyy — By
Zk—1

Toda a dedugao pode ser feita da mesma forma para a obtencao de ks. A eq.(13.102) é, assim, uma
forma direta de obter os fatores, bastante adequada ao uso em programas de elementos finitos, em que
os célculos podem ser feitos para cada ponto de integracao (x,y).

13.6 Exercicios

13.1 Explique o argumento de Pipes e Pagano para explicar a presenca de tensoes interlaminares
numa barra laminada sob tracao simples.

13.2 Deduza o sistema de equagoes diferenciais do modelo de elasticidade linear para a tracao de uma

barra laminada, eqs.(13.10).

13.3 Deduza o sistema de equagoes diferenciais de equilibrio para um laminado simétrico pela teoria

de Mindlin, eqs.(13.17).

13.4 Mostre que os coeficientes (13.24) sao a solugao do problema de valor no contorno (13.20)—(13.21)

de flexao cilindrica de laminado simétrico por modelo de primeira ordem.

13.5 Deduza as expressoes para as tensoes no problema de flexao cilindrica de laminado simétrico,

eqs.(13.30) e (13.33).

13.6 Considere o problema de flexao transversal de uma placa retangular de lados a x b, simétrica,

ortotrépica, simplesmente apoiada, usando a teoria de primeira ordem.

(a)
(b)
()

identifique as equagoes de equilibrio e as condigoes de contorno;
mostre que a solucao é dada pelo sistema (13.74) usando as séries (13.71);

mostre que a solucdo ¢ (13.76); programe a solugao para carregamento distribuido uniforme
e para carga concentrada.

13.7 Adapte a expressao (13.98) para o fator de cisalhamento ko; programe as expressoes para ki e ko
de um laminado genérico; determinagao de k1 e kg para o laminado do Exemplo 6 do Capitulo
6, pdgina 145, usando G13 = Gag = G12/2; compare os resultados com os valores clédssicos de
Reissner e de Timoshenko.





