Capitulo 19

Teorias de ordem superior

Este capitulo e as teorias nele apresentadas e detalhadas dizem respeito & tentativa de se obter uma
teoria de placas que produza uma variagao correta da solucao dos deslocamentos e tensoes ao longo da
espessura. A dificuldade nesta tarefa pode ser entendida observando as solugoes de Pagano [149] obti-
das por elasticidade tridimensional. Neste ponto, o leitor pode se beneficiar de uma leitura da segao
13.2.5. Na Figura 13.12, pédgina 363, observa-se que, para laminados delgados a variacao de desloca-
mentos coplanares ao longo da espessura pode ser bem aproximada por uma reta. Para laminados
mais espessos, a distribuicao dos deslocamentos assume um comportamento cada vez mais diferente
do linear, & medida que a relagao espessura/comprimento cresce. As teorias de Kirchhoff e Mindlin
preveem apenas variacao linear, e por isso sao capazes de prover apenas resultados aproximados, com
erros as vezes acentuados nas tensoes.

Uma outra observagao 1til dos resultados de Pagano refere-se a presenca de tensoes o, mais acen-
tuadas nos laminados espessos. Essa tensao é diretamente associada a ¢, e esta por sua vez é associada
a uma dependéncia de w com z, isto é, w = w (x,y, z). As teorias de Kirchhoff e Mindlin, usando
a hipétese de inextensibilidade, w = w(z,y), ndo podem detectar diretamente o, que, entretanto, é
importante no processo de delaminagao de um composto laminado.

19.1 Teorias de primeira ordem e de ordem superior

A forma genérica de produzir teorias que aproximem melhor a resposta ao longo da espessura, as
chamadas teorias de ordem superior, consiste em trabalhar sobre as hipéteses cineméticas a partir das
quais todo o desenvolvimento subsequente é feito. Como exemplo, consideremos a seguir a teoria de
Reddy [163], obtida por um ajuste na teoria proposta por Levinson [125] e Schmidt [179], e estendida
por Reddy em [156] e [165].

Nessa teoria, parte-se do seguinte campo de deslocamentos:

— 2,0 2 3
u(z,y, 2) = u(z,y) + 29, (2, y) + 2°6 (2, ) + 2°C (2, 9),

— 2,0 2 3
’U(.CL',y, Z) =v (ar,y) + Z¢y(m7y) + z gy(‘r?y) + z Cy(xa y)a (191)
w(z,y,2) = w(z,y).

Em vez de se restringir a uma variacao linear dos deslocamentos coplanares, toma-se uma variacao
cibica, o que explica o nome “teoria de ordem superior”. Note que ainda se mantém a inextensibilidade
da normal na ultima equacao.

As fungdes u°, v° e w denotam os deslocamentos de um ponto de coordenada (x,y,0) localizado
na superficie de referéncia e 1, e ¢, sdo as rotagoes dos segmentos normais a superficie em relagao
aos eixos y e z, respectivamente. As fungoes ¢,, ¢, &, e &, sdo dependentes apenas do ponto (z,y) e
nao possuem significado fisico 6bvio como as anteriores. Essas fungoes ndo podem ser arbitrdrias, mas
devem obedecer a relagoes que garantam que as tensoes cisalhantes transversais 7,. e 7,. se anulem
nas superficies inferior e superior da placa, isto é, que

Toz(x,y, £H/2) =0 e Ty (2,y, £H/2) = 0. (19.2)
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Para entender essa restrigao, observamos as deformagoes cisalhantes transversais associadas a (19.1):

ow ow
Yoz = Uz + W = 77[}:3 + 22&1: + 3z2<r + %’ Tyz = V2 + Wy = wy + 225?! + 3Z2Cy * aiy (193)

Para uma lamina ortotrépica com as fibras obliquas em relacao ao eixo x a relacao constitutiva eldstica

é
Tyz — 0414 Céff) :| { ’sz } 19.4
{ Taz } |: Cff5 05175 Yoz ' ( ' )

Como a matriz eldstica é nao-singular, a nulidade das tensoes implica a nulidade das deformagoes.
Entao, se substituirmos

Yoz (xvyv :l:H/2) =0 € Vyz = (ZL‘,y, :l:H/Q) =0 (195)

m (19.3), obteremos as condicoes
‘Sm($7y) = £y(x7y) =0,
4 (Ow

4 (0

O campo de deslocamentos em (19.1) serd

u(z,y, 2) = u(z,y) + 2¢p, + 2 [_3H2 (% awﬂ ’

U($vyvz)—v°(x,y)+zwy+z3[ 3H?2 (% glyu)}
ZU(ZE,y,Z) - UJ({L‘,y)

Observe que ao longo da espessura existem trés termos em z: um deles constante, u°, um de
primeiro grau e um de terceiro grau. No total existem apenas 5 fungoes incdgnitas, u®, v°, w, ¥, e P,
a mesma quantidade das teorias de primeira ordem. Isso torna essa teoria uma das mais eficientes que
existem. Porém, existe uma séria restricao do ponto de vista de sua aplicabilidade a elementos finitos.
Observe que o termo em 23 envolve derivadas de w. Isso significa que as deformacdes envolverdo
segundas derivadas de w. A expressao da forma fraca usada em elementos finitos terd, entao, integrais
sobre produtos entre termos Wz, W yy € W 4y, 0 que exige o uso de fungoes com primeiras derivadas
continuas, isto é, fungdes pertencentes ao espago C 1 (©). Isso também pode ser visto claramente em
(19.7). Fisicamente u e v devem ser fungdes continuas, o que implica que w , e w,, devem ser C° ().
No ambito de solugtes analiticas, esse fato nao é restritivo, mas formulagoes de elementos finitos que
exigem funcdes C! (Q) sdo geralmente mais complexas e ainda menos satisfatérias. Muitas pesquisas
foram realizadas sobre elementos de placas de Kirchhoff, que também devem ser C! (Q2), e hoje sdo de
certa forma evitados.

De qualquer forma a teoria de Reddy expressa em (19.7) serviu como ponto de partida para diversas
teorias C° (2), mais adequadas a elementos finitos, que sumarizamos a seguir. Na préxima sec¢ao ainda
utilizaremos a teoria de Reddy para ilustrar a determinacao das equagoes nao-lineares de movimento.

(19.7)

19.1.1 Sumadrio das principais teorias

As teorias de diversas ordens podem ser expressas de forma concisa simplesmente pelas suas hipdteses
cinemdticas. A seguir enumeramos algumas delas numa lista apenas ilustrativa, nao exaustiva, em
ordem de complexidade. Antigas revisoes de diversas teorias de ordem superior podem ser encontradas
em [40] e [128].



Capitulo 19. Teorias de ordem superior 469

a) Teoria de Kirchhoff
u(z,y,z) =u(z,y) — P
Y y7 Y y ax Y

’U(:L’,y, Z) = Uo(xjy) — Zaai:’ (198)

w(z,y,2) =w(z,y).

Essa ¢ a teoria mais antiga, exige w € C* (£2), e é a base da TCL. Para elementos finitos retan-
gulares funciona muito bem com fung¢ées de Hermite. Uma formulagdo muito boa e usada é o DKT
(Discrete Kirchhoff Triangle), elemento triangular de Batoz [38] para placas isotrépicas, que pode ser
estendida para laminados como em [134]. Apesar de (19.8) envolver apenas trés fungoes, u®, v° e w,
a implementagao do DKT envolve cinco graus de liberdade por né, u°, v°, w, §, e 3, sendo esses
iltimos as rotagoes da normal, incluidos para garantir a continuidade de rotagao. Cinco graus de
liberdade por né é a mesma quantidade usada na teoria mais satisfatéria de Mindlin.

b) Teoria de Mindlin
w(@,y,2) = u’(2,y) + 29, (2,9),
v(z,y,2) = v°(2,y) + 2, (2, y), (19.9)
w(z,y,2) = w(z,y).

E facilmente implementsvel em elementos finitos, pois exige apenas funcoes C° (©). Apresenta
resultados razodveis em deslocamentos e tensoes coplanares em placas semi-espessas mas, em geral, as
formulagoes apresentam problemas de travamento (locking) em placas finas, isto é, rigidez excessiva.
Faz uma aproximacao ao cisalhamento transversal mas exige a presenca de constantes de correcao ki
(§) kg.

c) Teoria de terceira ordem de Reddy E dada pelas eqgs.(19.7). Exige elementos finitos C' ().

d) Teoria de terceira ordem mista A exigéncia de que w € C! () na teoria de Reddy pode ser
contornada com uma formulacdo mista obtida modelando as funcdes que multiplicam os termos z3
em (19.7) por novas fungoes, rotagoes de ordem superior 15, (x,y) e 3, (7, y), isto ¢, considerando os
deslocamentos na forma

u(q’.: Y, Z) = 'LLO<Q'J, y) + zww + 23w3x7
v(z,y,2) = v°(2,y) + 20, + 2°3,, (19.10)
w(z,y,2) = w(z,y).

Esta ¢ a formulagao proposta por Levinson [125] como forma de alterar a formulacao (19.7) para
usar apenas funcoes C°. E uma formulacio diretamente implementével em elementos finitos.

e) Teoria C° de terceira ordem com termos quadraticos Aparentemente foi proposta em 1992
por Kant [109] para anédlise nao linear de placas laminadas e estendida em 1994 para cascas [108]. E
baseada na expansao:

u(x, Y, Z) = uo(x, y) + Zwm + Z2¢2m + Zg?ﬁ:m
v(x,y,2) = 0°(x,y) + 290, + 2%y, + 2°3,, (19.11)
w(x,y,z) =w(x,y).

f) Teoria de terceira ordem com extensao da normal

u(xaya Z) = uo(m,y) + ZQJZ):E + 23,¢3x7
v(z,y,2) = v°(2,y) + 210y + 2593, (19.12)
w(x,y,z) = °(x,y)+zzw2(x,y).
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Teoria introduzida por Kant e Owen [110] e Pandya e Kant [153]. Inclui o termo quadrético em
w, o que produzird deformagcoes transversais ¢,.

g) Teorias hierarquicas Considera-se uma expansao em série de Taylor ao longo da espessura na
forma:

u(z,y, z) = uo + 29, + 221/1230 + z3¢3x + ...+ 2",
U(T,Y,2) = Vo + 20, + 2y, + 2y, + ..+ 2y, (19.13)
w(z,Y,2) = wo + 2wy + 22wy 4 ... 4 2" Wy,

A cada quantidade de termos n e m corresponde uma diferente teoria de ordem n —m, e conforme
n e m crescem a solugao aproxima-se da solugao tridimensional da placa. Uma proposigao é a de
modelar cada teoria de ordem m por elementos finitos, obter uma sequéncia de solugbes até que a
distribuicao de erros seja satisfatoria.

Embora exista pouca esperanca de conseguir solugoes analiticas para ordens maiores que m = 0,
n = 3, é possivel obter o conjunto de equacoes do movimento com o respectivo conjunto de defini¢oes
de deformagoes e esforgos generalizados de placa que correspondem a cada teoria.

Algumas dessas teorias sao detalhadas nas se¢Oes seguintes, em conjunto com as respectivas teorias
de elementos finitos. Comparagoes entre as precisoes obtidas por algumas dessas teorias sao feitas na
secao 19.6.

19.2 Equacgoes do movimento da teoria de Reddy

Faremos aqui um detalhamento da teoria de Reddy conforme apresentado em [163], de forma a obter
as equagbes do movimento consistentes com as hipéteses cinematicas (19.7). Esse desenvolvimento
¢é colocado aqui a titulo de exemplo. De fato, as equagoes de movimento, definicao de esforgos e
deformacoes de placa e condigoes de contorno variacionalmente consistentes serao distintas para cada
uma das formulagoes listadas na se¢ao 19.1.1 e poderao ser deduzidas da forma padrao, como mostrado
a seguir. De qualquer forma, este procedimento é o mesmo j4 utilizado no Capitulo 11 para o caso da
placa laminada de Mindlin.

Parte-se, entao, das eqs.(19.7) para os deslocamentos. As relagoes deformagao-deslocamento lin-
eares usadas sao as relagoes lineares dadas em (11.37), pagina 299, de forma que se obtém:

Ex(ma Y, z, t) = 52 + 2Kg + 23531, ’)/acz(l', Y, z, t) = ’Ygz + 22“%27
ey(,y, 2,t) =€) + 2hay + 23 K30y, Yy (Y, 2, ) = 7y, + 22 fyz, (19.14)
’ny(xa Y, z, t) = ’ng + 2Ry + 23"33zy7 SZ(ZU, Y, =z, t) = 0,

onde as deformagoes de placa na superficie de referéncia z = 0 sao:

e (z,y,t) u’,
membrana €° = ¢ & (z,y,t) =q vy (19.15)
sgy (.’B, Y, t) u(,)y + v?:p
o
cisalhamento transversal v = { ng(x’y’t) } = { Vy iy } (19.16)
Vaz (.CE, Y t) w:c + W,
As variagoes de curvatura de primeira ordem em (19.14) sao
’i$(w7 y7 t) ’llz)x’ft
curvaturas de 1¢ ordem k = ¢ ky(z,y,1) =9 Yy (19.17)
Ry (‘737 Y, t) sz)a:,y + wy,x

Finalmente, as curvaturas de ordem superior sao
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u,, ou Ny, e

uy ou Npg, e

woooow Gnoe (19.28)
wp ou Ms,,, e

U, ou My, e

Yy ou M.

Note que nas equagoes de movimento, os termos que envolvem {N}, {M}, {Q} e p,, p; € py s@0
0s mesmos da teoria de primeira ordem. As condi¢bes de contorno sao também idénticas em forma,
exceto a quarta condi¢ao em (19.28).

As definigoes dos esforgos no contorno sao

Uy = Uung + v°ny, ug = —uny +v°n,,

Ny = NpnZ 4+ NynZ + 2Ngyngny, Npi = (Ny — Np) ngny + Nyy (n2 —n2)

Mgn = ngnfs + ngng + 2M3wynxny, Mgnt = (ng — ng) Tg Ty + Mga;y (n% — TLZQ/)
AM3z,\ o AM3zy\ o 4 M3y

Mn = <Mw — 3H2 > ng + <My - 3H2 ny +2 M.Z‘y - W Tg Ty,

4 (Ms,, — Msy,) 4 M3,

M, = (My — M, + # nany + | Myy — 3H2y (n2 —n2), (19.29)
403, 4Q)3, 4 OMs3p,y

Qn:<Qa¢_ H2>nm+<Qy_ 2 ng—@ ot

Note que estas expressoes se revertem as expressoes do caso de primeira ordem, egs.(11.105), (11.71)
e (11.105).

19.2.1 Relagoes esforcos-deformacoes de placa

As relagoes tensao-deformagao de uma lamina, eqs.(19.19), podem ser substituidas nas defini¢oes dos
esforgos (19.21). Ajuntando as relagoes de deformagao de placa, egs.(19.14), e integrando ao longo da
espessura, obtemos a relagao esforcos generalizados-deformagoes para esta teoria:

(N, ) [ A Ann A B Bz Big L Lz Lig ]| €3
Ny Ain Ain B2 B By Lz Laa  Los £y
Ny Ann Big B Bes Lis Las  Les YVay
M, Dy D2 Dy Fun Fio Fig Kz
M, = Doy Dog  Fio Fop  Fag Ky
Mzy Des Fig Fr Fge Ky
M3, Hyy Hiz His K3z
Ms, Hjy Hag K3y

\ ngy L sim. H66 _ /ﬁgxy

Qy Aggs Ass Dyg Dys Vy=
Qz _ Ass Dyss Dss Yoz
Qs [ Fu  Fys Ky [’ (19:30)
Q34 sim. Fis Rz

ou, de forma compacta,
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Rigidez Esforgos Deformacées generalizadas
Qp— N/m? s g — 1/m?

Aij— N/m  N—N/m  Kay, K3y, K3zy — 1/m>
B;j— N M- N Ka, Ky, Kgy — 1/m

D;j— Nm M3z— Nm?  £9,£9,79,— m/m

Fij— Nm3 Q— N/m
Hij_ Nm5 Q3— N

Deve-se atentar com clareza a um detalhe concernente as teorias de ordem superior de forma geral.
A cada teoria, representada por um conjunto de hipéteses cineméticas do tipo (19.7), corresponde um
particular conjunto de equagoes de movimento e condi¢oes de contorno, que podem ser obtidas de forma
consistente pelo procedimento variacional mostrado. Um erro simples consiste em substituir apenas
os esforcos N, M e Q de (19.30) nas equagoes do movimento (11.51) da teoria de primeira ordem
em vez de (19.27), obtendo um conjunto de equagbes em termos dos deslocamentos generalizados
para resolver. KEsse sistema serd incorreto, embora o erro incorrido nos resultados numéricos seja
frequentemente muito pequeno. Essa incorrecao, referente & mistura de equacoes de diferentes ordens,
foi incorrida por Levinson em seu trabalho pioneiro [125].

19.3 Solucgao analitica para laminado simétrico cruzado

Reddy [163] apresenta a solucao analitica para a teoria de terceira ordem representada pelas equagoes
(19.27) e (19.28) para o caso de uma placa de laminas ortotrépicas cruzadas, orientadas a [0°/90°],
simétrica. A placa é retangular com bordas simplesmente apoiadas, submetida a uma carga transversal
q(z,y). Em [165], Reddy apresenta também a solugdo analitica para as frequéncias naturais.

Como ilustragao do processo, descreveremos aqui os principais pontos da solucao ao problema de
deflexao sob carga q.

Observando (19.34) e (19.30) para o laminado simétrico cruzado, observa-se que os seguintes valores
de rigidez se anulam:

isto é, nao hd acoplamento membrana-flexao e extensao-cisalhamento.

(19.36)

()16 = ()96 = (-)45 = 0 para os termos de todas as matrizes,

Condigoes de contorno simplesmente apoiado podem ser modeladas de diversas formas. Reddy
considera as seguintes condigoes, ilustradas na Figura 19.1.

Yi W= Yyx= My= P3y =0

w =0 T.’ """""""" | w=0
yy=0 . : yy:O
M=0 b | { M =0

==
Q
!

Figura 19.1: Geometria e condigoes de contorno da placa.

As relagoes de deformagao-deslocamentos generalizados (19.17)-(19.18) podem ser substituidas nas
relagoes esforgos-deformagdes (19.30), gerando relagoes esforgos-deslocamentos. Essas relagoes, por sua
vez, podem ser substituidas nas equagoes do movimento (19.27) e nas condigdes de contorno (19.28).
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Winn My Mz Mz 7™ ( Wi 0
Kon Ozmn + Moo Mog Ormn w2 = 0 . (19.44)
@ymn stm. M33 @ymn 0
A matriz M™" ¢ a matriz massa, dada pelas componentes
11 = Po + 32 (am +/3n) )
4 (P4 - 4P6/3H2) Qm 8py | 16pg
12 312 ) 2= 027 33 + 9H2" ( )
4 (P4 - 406/3H2) B 8py | 16pg
My = — Mo = Mas = po — ,
13 Vg ; 23 =0, 3B=P2 " 33 T 9

O problema (19.44) é, portanto, um problema de autovalor cldssico para cada um dos mn-ésimos
modos de vibragoes {Winn; ©zmn; @ymn}T e frequéncia natural wy,,.

19.3.1 Resultados numéricos para flexao estatica

Reddy em [165] apresenta resultados numéricos para flexao estdtica de placas ortotrépicas cruzadas
simétricas de laminas idénticas com as seguintes propriedades eldsticas:

E; = 172,25 GPa,
E2 = E3 = 6, 89 GPa, G23 = 1, 378 GPa, (19.46)
G12 = G13 = 3,445 GP&, V19 = V13 = V93 = 0, 25.

As Tabelas 19.1 e 19.2 mostram resultados adimensionalizados para duas situacoes distintas:

e Tabela 19.1 — laminado [0°/90°/0°] sob carga senoidal ¢(z,y) = gosenmx/acosmy/b. Placa
quadrada.

e Tabela 19.2 — laminado [0°/90°/90°/0°] quadrado sob a carga senoidal usada na Tabela 19.1.

Os valores sao adimensionalizados da seguinte forma:

_ (a'a 0) H?E, - 100 a a H\ H?
vEY\y Wt 92 =919 9 ) ga?’
H\ H?

G g; 9; — na Tabela 19.1,
_ a H _ 2°27 6 ) g,a?
Tyz = Tyz [ =3 0;0) —, Oy = (19.47)
DR ot ' .o HY B Tobela 19.2

Oy 5,5,2 qoa2 na lLabela Ly
_ a H _ H\ H?
Trz = Txz (0157()) qoav Tzy = Tay (Oa 0; E) q0a2

A Tabela 19.1 mostra, além dos resultados da teoria de elasticidade obtidos por Pagano, resultados
da teoria de primeira ordem para diversos valores da constante de cisalhamento k, onde se usou
k1 = ko = k. Observa-se que, nao importa qual valor de k seja usado, os resultados da teoria de
terceira ordem sao bem melhores que os de primeira ordem. O mesmo se confirma na Tabela 19.2. Na
Figura 19.2 aparecem distribui¢oes de tensoes cisalhantes transversais 7,. ao longo da espessura. Na
Figura 19.2a temos os valores obtidos diretamente das relagoes constitutivas. Nota-se que, mesmo que
a teoria seja de ordem superior, as tensoes sao incorretamente descontinuas, embora parabdlicas ao
longo de cada lamina. Na Figura 19.2b aparecem os valores como obtidos por um pds-processamento
pela integracao das equagoes diferenciais de equilibrio. Nota-se que também a teoria de terceira ordem,
tanto quanto as demais, se beneficia com o processo.
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Tabela 19.1: Deflexdes e tensoes para laminado quadrado [0°/90°/0°] sob carga senoidal simples-
mente apoiado. Os valores entre parénteses sdo erros em relacao a solugao de elasticidade. Os resul-
tados de cisalhamento transversal sdo obtidos diretamente pelas relagoes constitutivas.

3¢ Ordem 1¢ Ordem [164]

% Varigvel Elasticidade (1) [163] k=1 k=5/6 k=3/4 k=1/2
w 2,0059 1,9218 1, 5681 1,7763 1,9122 2,5769

4 Oy 0, 7548 0,7345 0,4475 0,4369 0, 4308 0, 4065

Ty 0,21717 0,1835  0,1227  0,1562  0,1793  0,3030

w 0, 7530 0,7125  0,6306  0,6693  0,6449  0,8210

10 Oy 0,590 0,5684 0,5172 0,5134 0,5109 0,4993
Fye 0,12275 0,1033  0,0735  0,0915  0,1039  0,1723

w 0,4347 0,4342 0,4333 0,4337 0, 4340 0,4353

100 o, 0, 5392 0,5390  0,5385  0,5384  0,5384  0,5382
Tyz 0, 08282 0,0750 0,0586 0,0707 0,0782 0,1175

(1) Valores obtidos usando a formulacao de Pagano [148], revista na se¢ao 15.3.

Tabela 19.2: Deflexoes e tensoes para laminado quadrado [0°/90°/90°/0°] sob carga senoidal sim-
plesmente apoiado. Tensoes cisalhantes obtidas pelas relagoes constitutivas.

a Elasticidade Teoria de 3¢ Ordem 12 Ordem [164]
H [151] (erro %) k=15/6 (erro %)

4 1,954 1,8937(3,1) 1,7100 (12,5)

w 10 0,743 0,7147(3,8) 0,6628 (10, 8)
100 0,4385 0, 4343 (0,96) 0,4337(1,1)

4 0,720 0,6651(7,6) 0,4059 (43, 6)

Ty 10 0,559 0, 5456 (2,4) 0,4989 (10, 8)
100 0,539 0,5387(3,6) 0,5382(3,7)

4 0,663 0,6322(4,6) 0,5765(13,1)
Oy 10 0,401 0,3888(3,0) 0,3615(9,9)
100 0,276 0,2708(1,9) 0,2705(2,0)

4 0,292 0,2389 (18,2) 0,1963 (32, 8)

Ty. 10 0,196 0,1531(21,9) 0,1292(34,1)

100 0,141 0,1117(20,8) 0,1009 (28,4)

4 0,291 0,2064 (29, 1) 0,1398 (51, 9)

Tzz 10 0,301 0,2640 (12, 3) 0,1667 (44, 6)

100 0,337 0,2897 (14, 0) 0,1780(47,2)

4 0,0467 0,0440 (5, 8) 0,0308 (34, 0)

Tey 10 0,0275 0,0268 (2, 5) 0,0241 (12,4)
100 0,0216 0,0213(1,4) 0,0213(1,4)
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Figura 19.2: Distribuicao tipica de tensoes cisalhantes 7,. ao longo da espessura, para laminado
[0°/90°/90°/0°] quadrado sob carga senoidal com a/H = 10. (a) Obtido diretamente pelas relagoes
constitutivas; (b) pés-processado pelas equagoes de equilibrio. (Adaptado de Reddy [163].)

De forma geral, embora a teoria de terceira ordem aproxime muito melhor os resultados, é visivel
que ela nao é completamente satisfatéria, o que explica as diversas propostas listadas na Secao 19.1.1,
e outras ainda sendo investigadas. Essas deficiéncias sao visiveis na faixa de erros de 7,, e 7., vistos
na Tabela 19.2, atingindo até 30% na teoria de terceira ordem e até 50% na teoria de primeira ordem.
Também as deficiéncias se manifestam na forma de descontinuidades nas interfaces como vistas na
Figura 19.2a. Diversas causas dessas deficiéncias podem ser identificadas, como por exemplo:

a) Embora as deformagoes verdadeiras possam ser aproximadamente parabdlicas ao longo da espes-
sura de cada lamina, elas nao sao parabdlicas ao longo de toda a espessura do laminado, como
suposto na teoria.

b) A teoria ignora as deformagoes e tensdes normais £, e 0,. A auséncia desses valores afeta o
balanco de forcas e impede a satisfacao correta das equacoes diferenciais de equilibrio, gerando
as descontinuidades em 7., e 7., além de afetar os deslocamentos transversais.

19.4 Elemento finito (° de 3% ordem com normal inextensivel

Detalhemos aqui uma formulagdo de elementos finitos baseada nas hipéteses cineméticas (19.10).
Sivakumaran [186] apresenta formulagoes para esta teoria, porém restritas a laminados simétricos,
onde nédo sdo incluidos os esforcos normais. Apresentamos aqui, portanto, uma generalizacdo para
placas laminadas nao-simétricas.

Parte-se das hipéteses cinemadticas representadas pelos deslocamentos (19.10), onde u, v e w sao
dados pelos deslocamentos generalizados u®, v°, w, ¥, ¥, s, € 1g,. As deformagoes associadas sao

€x(,y,2)
e=12 gylz,y,2) = €° + 2k + 23Ka,
Yy (@, 9, 2) (19.48)
_ 7yz($> Y, Z) } _ a0 2
= = + 2°Ke.
T { Yeslwy,2) f TN

€%, k e 4% sdo as mesmas deformagdes da teoria C! de Reddy, relacionadas aos deslocamentos por

(19.15)-(19.17). Contudo, as variagdes de curvatura de ordem superior k3 e k. sao diferentes, dadas
por
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(z,y) o e
K(z,y) = B (2, Y)9x7n,. U° e vel@,y) =B{(z,¥)ax7n,. U° (19.54)
! Ke(z,y)
’{3($7y) h g

; e B¢ sao as chamadas matrizes de deformagao do elemento e. Note que, implicitamente, ignoramos
as dependéncias com o tempo, de forma a obter uma formulacao estédtica. Os efeitos dinAmicos podem
ser facilmente incorporados, como visto nas se¢oes 18.4 e 19.5.

As deformacées virtuais também sdo dadas pelas mesmas matrizes de deformacéo, isto &,

&> \° o €
Ao =Bja,y)0° e { Z } = B¢(z, y)0". (19.55)
K3 h h

As matrizes do elemento finito C° de terceira ordem sao obtidas substituindo as rela¢oes constitu-
tivas (19.30), as deformagoes (19.54) e as deformagoes virtuais (19.55) na expressao do principio dos
trabalhos virtuais (19.23), de forma a se chegar a um sistema algébrico para as equagoes de equilibrio
no elemento na forma (18.19), com as matrizes de rigidez e for¢a do elemento definidas por:

e

A L
Kfri,.m,. = | B | B D F o
‘ L H
A

Ke _ BeT c
cTNpe XTNne — / c |:
(=

e = /Q NTq(z,y) dudy

g HOW

(19.56)

C

:| c4><7n d.’Edy,
4x4

&

C

Uma vez que essas matrizes sejam sobrepostas, elas produzirao o sistema algébrico global de equagoes
de equilibrio na forma [K; + K. J{U} = {F}.

19.5 Elemento finito C° de 3% ordem com normal extensivel

Apresentamos uma formulacgao de elemento finito C° correspondente as hipéteses cineméticas implici-
tas nas eqgs.(19.12). Pandya e Kant [153] e Sivakumaran [186] apresentam elementos semelhantes,
restritos a laminados simétricos. Aqui generalizamos a formulacao para laminados nao-simétricos.

Parte-se das hipdteses cineméticas representadas pelos deslocamentos (19.12). As deformagoes
correspondentes sao

Ex (:’Ua Y, Z) u?;c wm,m w:}x,m
ey(,y,2) — Uy Vyy 3 V3y.y
e.(x,y, z) B 0 t 2wo Tz 0
’ny(mv Y, Z) u?y + U?a: wz,y + wy@ wSJJ,y + w?)y,a:
€ o K K3 (1957)
Yyz (ZE, Y, Z) _ w?y + wy + 22 Wa,y + 31/’3;;
= i .
Yz (33’ Y, Z) Wy + 1/}:5 W2z + 3¢3z
Ye ve e

Isso define as deformagoes generalizadas
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%Y |00 Ny 0 N 0 0 0
72,2 _ 00 Nl,x Nl 0 0 0 0 e
Ky 100 0 0 0 0 3Ny Ny U“(t), (19.70)
Kzz ), 00 O 0 0 3Nt O Nigp -+ -
N ~——
L né 1 né 2 16 nne 4 4% 8n,,.

ou, em notacao compacta,

(@9, ) ; ) Yoz, y,t) 7 _ e .
K(z,y,1) ::[Igf(m’y)]12x8n Us(®) ¢ Ke(z,y,t) = Be(@ ylasxsn,. U1
53(33’:1/’ t) h " e h

(19.71)
B; e B¢ sao as matrizes de deformagao do elemento “e”. As deformacoes virtuais sao definidas em
termos dos deslocamentos virtuais da mesma forma que as deformacoes reais em (19.71), isto é:

E%(z,y) " e

Py e re c\ T, e ‘e

i(z,y) = Bj(z,y)U e { Z ((x ;’; } = B¢(x,y)U°. (19.72)
%3(‘/L"y) h “a h

As matrizes do elemento finito com fungoes de aproximagao de continuidade C°(£2), de terceira
ordem, com normal extensivel, sao obtidas substituindo as relagoes (19.67), (19.69), (19.71) e (19.72)
em (19.61) e (19.64). Isso resulta o seguinte:

A B L
K;87’Lne><8nne :/ B;‘T B D F B§12X8nnedmdy?
‘ L F H

A. D
Kte:SnneXSnne :/ BST |: DC FC :| Bte:4><8nnedxdyv
e Ax4 (19.73)

Fe (t)Snnexl - NeT(xa y)Q(UC, Y, t) d{Edy,
Qc

= [ N(z,y)m§, sN°(z,y)sxsn,. drdy
Qe

e
8Nne X8Nne

Depois de sobrepostas, essas matrizes produzirao o sistema algébrico de equacoes de movimento
na forma (18.63).

19.6 Comparacoes numéricas dos elementos de 3% ordem

Na Secao 19.1.1 apresentamos uma lista ilustrativa de algumas das teorias de ordem superior propostas
na literatura, e que pode ainda ser usada como inspiragao para diversas outras hipéteses. No Capitulo
18 e nas segbes 19.4 e 19.5 apresentamos formulagdes de elementos finitos baseados em trés dessas
teorias, notadamente a teoria de primeira ordem de Mindlin, a de terceira ordem C°(€2) com normal
inextensivel e a de terceira ordem C°(€2) com normal extensivel. Nesta se¢ao procedemos a comparagao
de resultados obtidos por essas trés teorias para o caso de laminados simétricos. Os valores numéricos,
exceto onde indicado, foram obtidos por Sivakumaran [186].

As Tabelas 19.3 e 19.4 mostram resultados produzidos e compilados por Sivakumaran para um
laminado simétrico de laminas idénticas com [0°/90°/90°/0°], quadrado, simplesmente apoiado, sob
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carga distribuida senoidal. Para permitir comparagoes, esse é o mesmo problema resolvido em diversos
artigos, como o de Reddy [163] e [165]. As propriedades de cada lamina sao dadas na eq.(19.46). Para
cada aspecto de placa a/H, sdo dados seis diferentes tipos de solu¢do. Sao trés solugoes de elementos
finitos, denotadas por M EF (b), MEF (d) e MEF (f), baseados respectivamente nas teorias b), d) e
f) da sec@o 19.1.1, pdgina 468, isto é, teoria de primeira ordem (Mindlin) e de terceira ordem C°(£2)
com normal inextensivel e extensivel, respectivamente. Como termo de comparagao sao fornecidas trés
solucdes analiticas obtidas por diferentes teorias. Uma delas, pela teoria tridimensional de elasticidade,
obtida por Pagano [151] e comentada na Secdo 15.3, pagina 394, outra solucio pela teoria C1(Q) de
terceira ordem de Reddy [163] revista na Segao 19.3, pdgina 476, e uma solugao analitica pela teoria
de primeira ordem obtida por Reddy [164].

Tabela 19.3: Deflexdo e tensoes em laminado simétrico [0°/90°/90°/0°] quadrado simplesmente

apoiado sob carga distribuida senoidal.

a/H Fonte w [
MEF(b) 1,6813 (13,2) 04111
MEF(d) 1,8688 (3,5) 0,7306(-1,5)

A MEF(§) 1,8750 (3,2) 0,7163 (0,51)
Elasticidade [151] 1,9367 0,7200
3¢ Ordem [163] 1,8937(2,2) 0,6651 (7,6)
1¢ Ordem [164] 1,7100 (11,7)  0,4059 (31,4)
MEF(b) 0,6388 (13,3)  0,5067 (9,4)
MEF(d) 0,6961 (5,5) 0,5730 (-2,5)

o MEF() 0,7185 (2,5) 0,5676 (-1,5)
Elasticidade [151] 0,7370 0,5590
32 Ordem [163] 0,7147 (3,0) 0,5456 (2,4)
1¢ Ordem [164] 0,6628 (10,1)  0,4989 (10,8)
MEF(b) 0,4674 (8.,9) 0,5363 (1,2)
MEF(d) 0,4840 (5,6) 0,5535 (-1,9)

w0  MEF() 0,5076 (1,0) 0,5503 (-1,3)
Elasticidade [151] 0,5128 0,5430
3¢ Ordem [163] 0,5060 (1,3) 0,5393 (0,68)
1¢ Ordem [164] 0,4912 (4,2) 0,5273 (2,9)
MEF(b) 0,4097 (5.8) 0,5459 (-1,3)
MEF(d) 0,4104 (5,6) 0,5466 (-1,4)

o MEF() 0,4346 (0,02)  0,5442 (-0,96)
Elasticidade [151] 0,4347 0,5390
32 Ordem [163] 0,4343 (0,09)  0,5387 (0,06)
12 Ordem [164] 0,4337 (0,2) 0,5382 (0,15)

Fonte: Sivakumaran [186].
MEF(b), MEF(d) e MEF(f) sdo solugbes de elementos

finitos obtidas pelas teorias b, d e f vistas na Segao 19.1.1.
Valores entre parénteses sao erros, % em relacao a solucao eldstica.

Os valores calculados sao deslocamentos e tensoes, adimensionalizadas conforme eq.(19.47), pagina
479. Para facilitar a andlise dos resultados incluimos entre parénteses o valor do erro relativo & solugao
eldstica de Pagano.

As solugoes de elementos finitos foram obtidas por uma modelagem de 1/4 da placa, com 2 x 2
elementos quadrados. A integracao é feita por 3 x 3 e 2 X 2 pontos de Gauss para as matrizes de
rigidez de flexao e cisalhamento, respectivamente.

Observa-se dos resultados que, de forma geral, as diversas teorias aproximam melhor a solucao
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eldstica para as placas finas que as solugoes de placas espessas. Isso ocorre para o deslocamento e
para tensoes coplanares, como esperado, uma vez que em placas finas os deslocamentos efetivamente
variam de forma aproximadamente linear ao longo da espessura. Aqui as solucoes de elementos finitos
de primeira ordem e a analitica de primeira ordem fornecem resultados aceitdveis. O mesmo nao
ocorre para as tensoOes cisalhantes transversais, que apresentam erros grosseiros qualquer que seja o
aspecto de placa.

Por outro lado, as solugoes de ordem superior, de elementos finitos ou analiticas, aproximam muito
melhor os resultados de elasticidade. Nota-se que os resultados de elementos finitos de primeira ordem
se aproximam dos resultados analiticos de primeira ordem, e o mesmo ocorre para terceira ordem,
como esperado. Porém, apesar de substancialmente menores, esses erros ainda se situam na faixa de
5% na teoria d) de normal inextensivel na deflexdo e tensoes coplanares, em placas de a/H iguais a
10 ou 20, uma faixa muito usada em componentes. Conquanto essa faixa de erros seja aceitdvel em
certas aplicagoes de engenharia, em outros casos sao ainda demasiado grandes. Isso aponta claramente
para a necessidade do desenvolvimento de teorias mais acuradas. A teoria f) é um desses casos, em
que se nota que, com a inclusao de uma deformacao linear em z do segmento normal, os resultados,
denotados por M EF(f), mostram reducao nos erros em quase todos os casos.

Os erros nas tensoes cisalhantes transversais em geral se situam em patamares muito superiores
as demais tensoes, na faixa de 17% ou mais nas teorias de terceira ordem e de até 45% para primeira
ordem. Esses valores foram obtidos pelas relagoes constitutivas e, em geral, valores mais acurados
podem ser obtidos pela integracao das equagdes de equilibrio.

19.7 Exercicios

19.1 Aplique integracao por partes em (19.24) e obtenha as equagdes do movimento (19.27) e as
condigoes de contorno (19.28).

19.2 Mostre como as equagoes de movimento (19.27) e esforgos no contorno (19.29) se revertem as
expressoes da teoria de Mindlin.

19.3 Obtenha as relagoes constitutivas (19.31) a partir de (19.19), (19.21) e (19.14).
19.4 Integre as expressoes (19.32) e obtenha (19.34).

19.5 Obtenha as matrizes de rigidez (19.35) para o caso de placa de uma tnica lamina de espessura
H, com 6 = 0°.

19.6 Substitua as relagoes deformacao-deslocamentos generalizados (19.17)-(19.18) nas relagdes entre

os esforgos e as deformagoes, eq.(19.30), obtendo as relagbes esforgos-deslocamentos generaliza-
dos.

19.7 Substitua as relacoes esforgos-deslocamentos obtidas no exercicio 6 nas equagoes do movimento
(19.27) e nas condigdes de contorno (19.28) para um laminado geral. Simplifique o laminado
conforme (19.36) e obtenha (19.37)-(19.39).

19.8 Mostre que a expansao em série (19.40) satisfaz as condigdes de contorno indicadas na Figura
19.1.

19.9 Substitua as expansoes (19.40) e (19.41) nas equagoes do movimento (19.37)-(19.39) e obtenha
(19.42).

19.10 Obtenha o problema de autovalor (19.44) para as frequéncias naturais da placa ortotrépica
simplesmente apoiada pela teoria de terceira ordem de Reddy.

19.11 Obtenha a matriz massa de um elemento C° de terceira ordem de Reddy (deslocamentos (19.10)).
(Dica: use a expansao (19.50) e siga os passos da Segao 18.4).
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