Capitulo 15

Analise de placas-sanduiche

Uma primeira caracteristica importante sobre o comportamento mecénico das placas-sanduiche é que
elas nao podem, em geral, ser consideradas placas finas. Em vez disso, elas s@o classificadas como
placas semi-espessas ou espessas dependendo da relagao [/H, onde [ ¢ um comprimento caracteristico
medido sobre a superficie, e H, sua espessura. Da mesma forma que em vigas, o efeito de grandes
espessuras ¢ que as distribuicoes de tensoes cisalhantes transversais 7,. e 7y, nao podem ser sim-
plesmente ignoradas na andlise. Um dos efeitos do cisalhamento transversal pode ser visto quando
se considera qualitativamente a deflexdo transversal de uma placa-sanduiche, como visto na Figura
15.1. Ali nota-se que, se a placa for analisada como se fosse delgada usando a teoria cldssica de lam-
inagao, TCL, isto é, considerando 7., e 7,, nulos, a curva de deflexao obtida seria diferente daquela
obtida quando se considera o cisalhamento transversal. Esse cisalhamento tem o efeito de aumentar
as deflexdes provenientes do momento. Quanto menor for a relagdo [/H, mais pronunciado serd esse
efeito.
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Figura 15.1: Comparacao qualitativa entre as deflexdes obtidas em placas-sanduiche usando teorias
de placa fina e semi-espessa.

O fato de que em geral as placas-sanduiche tém aspectos [/H baixos é um dos fatores que tornam
necessdria a inclusao do cisalhamento na andlise. Existe, porém, ao menos um outro fator, igualmente
importante: os materiais usados como niticleo sdo selecionados para ser os mais leves possiveis e,
como consequéncia, tém resisténcias ao cisalhamento muito menores que os materiais usados nas
faces, tornando importante a correta determinacao das tensoes cisalhantes transversais. A anslise do
laminado deve entao garantir a integridade do niicleo quanto ao cisalhamento.

Na préoxima secao apresentaremos a teoria de primeira ordem adaptada ao uso em painéis-sanduiche.
Em se¢oes subsequentes, apresentaremos uma solucao analitica cldssica obtida para um caso particular
usando a teoria de elasticidade tridimensional.

15.1 Teoria de primeira ordem para placas-sanduiche

Consideremos inicialmente a placa-sanduiche com as propriedades geométricas mostradas na Figura
15.2. As faces inferior e superior tém espessuras hy e hg, o nicleo tem espessura H,,, a espessura total
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Figura 15.2: Propriedades geométricas de um painel-sanduiche.

¢ H. O plano z-y é posicionado sobre a superficie de média. Whitney [213] lista uma série de hipdteses
feitas na andlise aproximada de placas-sanduiche, a qual adaptamos como segue.

1 As faces podem ser homogéneo-isotrépicas ou compostas por laminas ortotrépicas angulares de
espessuras constantes hy e ho.

2

2 O nucleo é ortotrépico, com as direcbes principais alinhadas aos eixos z-y. Sua espessura é
constante e muito maior que a das faces, isto é, h1 << H,, e ho << H,,.

3 As tensoes 04, 0y € T4y 1o nicleo sao consideradas despreziveis por causa do baixo médulo de
elasticidade dos materiais usuais em nicleos.

4 O deslocamento transversal w é considerado independente de z, isto é, ¢, é desprezado.

5 As tensoes cisalhantes transversais 7,. e 7,. nas faces sao supostas despreziveis, mas nao no
ntcleo.

6 Hipdteses de teoria linear:

— os deslocamentos transversais sao pequenos comparados & espessura da placa, tipicamente
w< H/2;

— as deformacées coplanares sao pequenas comparadas & unidade, tipicamente & < 2%;

— o nucleo e as faces obedecem & Lei de Hooke.
7 Hipoéteses cineméticas:

a. os deslocamentos coplanares no nicleo u, e v, supostamente variam de forma linear com

z, porém as secOes normais & superficie de referéncia no nicleo nao sao restringidas a
permanecerem normais a esta, caracterizando uma teoria de primeira ordem;

b. os deslocamentos coplanares nas faces, u1, v, us € v, sd0 considerados uniformes ao longo
da espessura de cada face. Isso estd baseado na hipdtese 2, de que hi, ho << H,. Estas
duas hipoteses sao visualizadas na Figura 15.3.

As tunicas hipéteses que diferenciam esta teoria das teorias de baixa ordem usadas para placas

semi-espessas sao as hipdteses 3 e 7. Essas hipdteses também sao as mesmas usadas para vigas-

San

duiche nas Secoes 10.1.1-10.1.4, pédgina 268. Ali sdo avaliados os efeitos das diversas hipoteses

sobre a precisao da estimativa da rigidez flexural do sanduiche. Nota-se que temos aqui o chamado
estado antiplano no nicleo, como definido em (10.20).

A hipdtese 7 pode ser representada da seguinte forma. Os deslocamentos coplanares num ponto

arbitrario do nicleo sao

Up = uo(x’ y) + wa(xa y)
(15.1)

Un = UO(@“;ZJ) =+ zwy(x')y)?
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Figura 15.3: Duas hipdteses cinemaéticas para os deslocamentos coplanares em sanduiches de faces
delgadas: hipétese de distribuicao linear e estado antiplano.

e num ponto qualquer das faces 1 e 2 os deslocamentos sao dados por

1 1
ulzuo—i(H—hl)z/Jx uz:uo—i-i(H—hz)@Dx
e

1 1
vlzv°—§(H—h1)¢y vgzvo—i-i(H—hg)wy,

enquanto o deslocamento transversal é obtido pela hipétese 4 como:

w = w(z,y). (15.2)

Entao o comportamento da placa-sanduiche foi modelado por cinco fungoes de deslocamento: deslo-
camentos de membrana da superficie média u°(z,y) e v°(x,y), o deslocamento transversal w(zx,y) e
as rotagoes da normal em relagao aos eixos y e x, respectivamente: ¢, (x,y) e l/Jy(l', Y).

As deformagées sao, portanto:

Yoz = Yo W,
Cisalhamento transversal no nicleo { . ! ‘ (15.3)
( 1
efl =& 3 (H — h1) kg
~ 1
Extensao na face 1 eft = €0 — 3 (H — h1) Ky (15.4)
1
L 7%%; = ng - 5 (H hl) Ry
1
ef? :5§+§(H—h2)nx
~ 1
Extensao na face 2 ef? — €9 + 3 (H — hs) (15.5)
1
L '75?; = ’ng + 5 (H h2) Ry

Os indices f1, fa e n se referem as faces 1, 2 e ao niicleo, respectivamente. As deformagoes de membrana
o o o = : = £ o
€25 Ey € Vgy € 88 curvaturas Ky, Ky € Kyy Sao definidas nas equagoes (11.54), pdgina 304.

A principio, os esfor¢os normais e de momento sao relacionados as tensdes da mesma forma que
na TCL, pelas eqs.(6.12), pdgina 128. Porém, gracas a hipétese 3, em que as componentes coplanares
Og,0y € Tgy 520 consideradas nulas no nicleo, os esforcos na placa tornam-se:
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k1G13H, < 61/1 + 82> + k1GosH,y, <(;Z)y + 8y> +
[N 222 +2Nmy§;gy yB;Q} +q(z,y) = po?;;u,
Fné;g + 2F16§;g; + FGG(?;;O + Fig %2;20 + (Fi2 + Fee) (;9220
+F26882;20 + Dlla;%]c +2D16 gj;gz + Dg 3;7%3 8;%” 15.20)
+ (D12 + Deg) ;gy + Dag 88%2 — k1G13H, < > 0, |
Fwa(;?;; + (Fi2 + Fee) 3220 + F26%2;20 + F66862u20 + 2F26§;g;
+F 882020 + D16 a;¢ + (D12 + Des) Sng + Das 8;;!;51;
+Deg 8821/}2 + 2D Gng + D2 ;w? — koGasHy (¢y + ?;;) =0

As duas equagoes (15.19) s@o as mesmas de um laminado semi-espesso de primeira ordem, com A e B
definidos por (15.13). Para o conjunto completo, (15.19)—(15.20), as possiveis condigdes de contorno
sdo também as mesmas dos laminados semi-espessos, as eqs.(11.53), pdgina 304.

Apresentamos na proxima secao a solugao analitica para dois casos particulares usando esta teoria
aproximada. Subsequentemente apresentamos a solugao obtida pela teoria da elasticidade tridimen-
sional, de forma a estimar a qualidade dos resultados obtidos.

15.2 Flexao cilindrica de sanduiche — 12 ordem

Consideramos a flexao cilindrica de um laminado de faces delgadas, simplesmente apoiado, sob carga
uniformemente distribuida, com largura e eixos como indicado na Figura 15.4. Este problema é anédlogo
aquele visto nas segoes 13.2.2 e 13.2.3 para laminados. Estamos buscando uma solugao de primeira
ordem para o problema. Desta forma se poderia usar a solugao j& obtida na Segao 13.2.2, porém no
caso do sanduiche pode-se usar as simplificagoes indicadas na Secao 15.1. Além daquelas, para facilitar
ainda mais a solucao, considera-se que:

e as faces sdo idénticas, de forma que B = F = 0 em (15.13) e a placa se torna simétrica, da mesma
forma que a matriz de rigidez em (15.11);

e as faces sdo ortotrépicas, de forma que A1g = Agg = D1g = Dog = 0.

Como B = F = 0, observa-se que as equagoes do movimento (15.19) e (15.20) sao desacopladas,
e as ultimas envolvem apenas flexdo. Desta forma as equagoes (13.18), pagina 352, sdo validas na
caracterizacao do problema de flexao cilindrica. Como a placa é infinita na direcdo y e todos os
parametros dependem apenas de z, fazemos em todas as equagdes 0 (o) /0y = 0, de forma que as
equagoes de movimento (15.20) se reduzem a apenas duas equagoes, em termos apenas do deslocamento
transversal e da rotacao da norma w e 9,

8%,
8 2

o, 0w . w
k1G13Hn ( a + 8:52) + NIW +q( ) pow.

0
Dy —— — kiGi3H, <17Z}x + w> =0,
ox

(15.21)
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Figura 15.4: Placa-sanduiche semi-infinita biapoiada simétrica, de duas faces ortotrépicas, sob flexao
cilindrica e carga distribuida.

Estas equactes permitem a solucao de problemas de flexao estética, de flambagem sob carga coplanar e
de vibragoes livres. Consideremos aqui o caso de flexao estética linear sob uma carga constituida
por um tinico harménico, dado por:

q(z) = gnsenpp, (15.22)
com ¢, constante e p, = nmw/a, com n = 1,2,3,.... e NO = 9?w/0t* = 0 em (15.21). Considerando as
bordas simplesmente apoiadas, temos:

w(x) =0,
(@) , (15.23)
My(z) = —D11¢,(x) =0, paraz =0ez =a.

! . . . ~ . . 2
(e)" indica derivacao em z. O procedimento apresentado aqui pode ser usado também para obter a
solucao ao carregamento constante

q(z) = qo = const. (15.24)

para a qual a solugao serd mostrada ao final da secao. Consideramos primeiramente o carregamento
da eq.(15.22). A solugao é obtida, num primeiro passo, integrando a segunda das equagoes (15.21):
k1G13H, (1/11 + w') _n cos ppx + Cq, (15.25)
n

onde C é uma constante a ser determinada pelas condig¢oes de contorno. Substituindo o termo entre
parénteses desta equagao na primeira das equagoes (15.21), temos

Dy, = %n cos ppx + Cf,

n

que integrada duas vezes resulta em:

2

Dutpy, = —1% COSPn® + + Cox + Cs. (15.26)
n

Aplicando a segunda condi¢ao de contorno (15.23), obtemos C; = Cy = 0. Levando 1, de (15.26) a
(15.25) e integrando, temos

dn 1 1 ) Csz
w(z) = —= + senp,r — — + C4y. 15.27
@) P2 <k1G13Hn p2 D11 P D1y ! ( )

Aplicando a primeira condigao de contorno (15.23), obtemos C5 = Cy = 0, 0 que produz a solugao
para o carregamento senoidal (15.22):
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A tensdo normal nas faces ¢ obtida de (15.29) e (15.30), com Q11 = E/(1 — v/?). Na face superior a
tensao é dada por:

—a%) Hy/h
oP(e) =L (02 — )h ”/2 (15.43)
4H2 [ 1+ —
(14 7)
O valor méximo ocorre em x = a/2:
*Hy/h
0P (z) = —22 n/ (15.44)

2
1602 (1+ -
n Hn

A Figura 15.6, assim como a Tabela 15.1, mostra a variacdo das tensdes normal e cisalhante com o
aspecto da placa Hy,/h, dados pelas eqs.(15.42) e (15.44).
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Figura 15.6: Tensoes normal e cisalhante transversal obtidas por (15.42) para o nicleo de um
sanduiche de faces idénticas e isotrépicas de espessuras h, sob carga distribuida uniforme.

A deflexdo méxima no centro da placa é dada pela eq.(15.29) aplicada a z = a/2, donde resulta

5qoa4 (1 - V2) (]oa2

5 We = 77~ 77 7.
8lihGrsH, /h
384143 <1+i”> E thGisHn/

(15.45)

Wmax = W§ + We, Wy =

Aqui, wy ¢ a parcela de deflexao sem efeitos de cisalhamento, e w. ¢ a deflexao adicional proveniente do
cisalhamento transversal. Os valores mostrados na Tabela 15.1 sao obtidos para o fator de cisalhamento
k1 = 5/6 e coeficiente de Poisson v = 0,3. G13 e E sao o médulo do nicleo e da face, respectivamente.

15.3 Solucoes exatas para laminados e sanduiches retangulares

Na secao 13.2.4, pagina 357, tinhamos apresentado a solugao exata obtida por Pagano [149] para flexao
cilindrica de placas ortotrépicas, e nas secoes seguintes, mostramos as comparacoes com as solugoes
obtidas por teorias simplificadas, como a TCL e a de primeira ordem. Na presente se¢ao apresentamos
uma outra solu¢ao exata, também obtida por Pagano [148], como uma extensao da solugao anterior,
agora aplicada a placas finitas ortotrépicas retangulares, sanduiche ou nao.! O objetivo desta

!Srinivas e Rao, [188], [189], apresentam também solugdes analiticas na forma de séries, pela teoria da elasticidade,
para o problema de placas ortotrépicas laminadas simplesmente apoiadas, nao sé para o problema de flexao estdtica mas
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secao ¢ o de mostrar a aplicacao dessa solugao a placas-sanduiche e permitir comparagoes com 0s
resultados obtidos por teorias simplificadas, como a de primeira ordem vista na segao seguinte. (O
leitor ndo interessado nos detalhes da solucdo exata pode passar diretamente & Secao 15.4 para a
andlise comparativa dos resultados, sem prejuizo da continuidade do texto.)

Tabela 15.1: Deflexao méxima, tensdes transversais normais e cisalhantes méaximas num sanduiche
de faces idénticas delgadas isotrépicas sob carga distribuida uniforme ¢, em flexao cilindrica. H, =

espessura do nicleo, h = espessura de uma face, a = largura da placa.
2 3
H, ogmaxH; 73.H, wyEH; w.Gi3H,

h goa? ot goa*t goa®
5 0,4217 0,347  0,0411 0,15
10 0,5165 0413 09792 0,15
15 0,8240 0439  0,1562 0,15
20 1,1338 0454 02149 0,15
25  1,4446 0462 02739 0,15
35 2,0677 0473  0,3920 0,15
y y
e r— il
} } axy) T
il : -
L ! -
o L a _ X =z

Figura 15.7: Eixos e dimensoes na placa.

Pagano [148] considerou um laminado de lados a x b com os eixos z-y-z como na Figura 15.7,
composto por N laminas ortotrépicas com eixos de simetria de material nas dire¢oes z-y-z. As bordas
sao simplesmente apoiadas, livres para o deslocamento coplanar normal & borda. O carregamento é
distribuido, aplicado na superficie superior como o, (x,y, H/2) = q(x,y), e a face inferior é livre de
tensoes. Em sintese, as condigoes de contorno sao as seguintes.

Nas superficies superior e inferior:

az(as,y, H/2) = Q(x7y)7

(15.46)
ox(x,y, —H/2) = To:(2,y, £H/2) = 7y (2,y, £H/2) = 0;
e nas bordas simplesmente apoiadas,
oz(x,y,2) =v(z,y,2) =w(x,y,2) =0 emxz=0,ex=a,
(2,9, 2) = v(2,y,2) = w(z,y,2) (15.47)
Uy(:c,y,z):u(x,y,z):w(az,y,z):(] emy=0,ey=>

Cada lamina é ortotrépica com as diregbes principais alinhadas aos eixos z-y-z, de forma que a
matriz de rigidez C! nas direcdes principais da lamina ¢ obtida pela eq.(4.11), pagina 76. Em seguida
C! ¢ rotacionada para C? nas direcoes 7-y-z usando (4.77)—(4.79). No presente caso os angulos sao
ou 0° ou 90°, o que simplifica os cdlculos. Nos desenvolvimentos seguintes usaremos apenas Cz-kj em
lugar de C’fj’“ para simplificar a notagao.

Substituindo as relagdes deformagao-deslocamento e as relages constitutivas nas equagoes diferen-
ciais de equilibrio, chega-se as equagdes de equilibrio, em termos dos deslocamentos u(x, y, z), v(z,y, z)

também para vibragoes livres e flambagem.



400 Materiais Compostos e Estruturas-sanduiche — Projeto e Andlise

15.3.1 Laminas transversamente isotrépicas

Para os chamados materiais transversamente isotrépicos, Pagano [148] mostra que HF < 0. Esses
laminados ocorrem no caso das laminas reforcadas por fibras unidirecionais. Para o caso em que as
fibras estdo orientadas na direcdo y (o plano de isotropia é 1-3), os termos da matriz de rigidez C!
sao restritos da seguinte forma (ver Secao 4.1):

Cfl = C§3, C{CQ = 0537 C!f4 = Cgﬁ’ 20?5 = Cfl - Cf:aa € (15.72)
k ~k (k2,12
R (011022 (Cr2) >p" [(zck +CF )2 _ ok o ] X
= PRV IS W PRy 44 12 11022
108 (011) (044) (011 - 013)
9 2
{40{1 (Chi) + (ch - chy) |20t (Ch +20k) - C, (Ch + €l } . (15.73)

Caso as fibras estejam orientadas na diregao z (a dire¢@o principal 1 da lamina ¢é paralela ao eixo z),
C§2 = Czl'fsv sz = Cf37 C§5 = Cg(ﬁa 2C’f4 = 052 - C§37 (15.74)
e H* pode ser obtido simplesmente alternando os indices 44 < 55 e 1 «» 2 em (15.73):
2
(chch - (Ch)") i

2
HE = [ 20k 4 Cf, —0{3052} %
108 (Chy)* (Ck)* (Ch, — Cly)* ( )

2 2
{4052 (Chs) + (Ch — Chy) [20% (Chy + 20%5) — Ch (Ch + Chs)) } . (15.75)
Finalmente, caso as fibras estejam orientadas na direcao z tem-se:

CH =Ch, Cly = Ch, Cl, = CE, 2Cks = Cfy — C, (15.76)

e H* é obtido simplesmente alternando os fndices 55 < 66 e 2 « 3 em (15.73):
k
(Of10§301§ ) Pr

2
W = P%+% %WM
108 (Ch))* (Chy)? (Chy — Chy)* ( )

{40{3 (054)2 + (Ch - chy) |20k (Chy + 20k ) - O (Ch + O )| }2 . (15.77)

Este 1ltimo caso pode representar, por exemplo, o nicleo de uma placa-sanduiche formado por madeira
com suas fibras alinhadas na direc@o transversal 3 (dire¢ao z do sanduiche).

15.3.2 Resultados numéricos para sanduiche retangular

Pagano [148] apresenta resultados numéricos para quatro situagoes: (a) um laminado quadrado cruzado
de duas laminas; (b) um laminado simétrico de trés laminas de idénticas espessuras, com lados a = b
e (c) b = 3a; (d) uma placa-sanduiche com a = b. Os resultados obtidos nos trés primeiros casos
de laminados mostram o mesmo comportamento dos laminados sob flexao cilindrica comentada na
secao 13.2.4 e portanto nao sao mostrados aqui. Em seguida comentaremos os resultados para a
placa-sanduiche.

Pagano considerou uma placa quadrada a = b, com m = n = 1 em (15.49). Isto implica um
carregamento ¢(z,y) na forma de o,(z,y, +H/2) mostrado em (15.69), isto ¢, do tipo (15.71). A
espessura de cada face ¢ h = H/10. As propriedades usadas tém valores:?

2Excepcionalmente usaremos aqui valores em unidades do “sistema” britanico, uma vez que estas foram as unidades
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p— . 6 1
E1 = 25-10° psi H Gia = Gi3=0,5-10% psi

G2, = 0,016 - 108 psi

faces: By = E3=1-10° psi B 6 . (15.78)
Y1y = V15 = vg3 = 0,25 Go3 =0,2-10° psi,
E1, = E, = 0,04 - 10° psi B 6 -
nticleo: Gian = Gozn = 0,06 - 106 psi H Egn = 0,5 107 psi (15.79)

Vi2n = V31p = V32, = 0, 25.

Note que as faces nao s@o transversamente isotrépicas (Gag # Fa/2(14v43). O nucleo ¢ isotrépico,
com Gio, = F1,/2(1 4+ v12y) € Visn = Vosn = V3inFin/FE3n, = 0,02. As solugoes obtidas por Pagano
estao mostradas na Figura 15.9, na curva de solugoes exatas dos deslocamentos méximos e nas tensoes
maximas mostradas na Tabela 15.2 .

Tabela 15.2: Tensoes méximas numa placa-sanduiche quadrada. Obs.: (1) valor em z = 0,44H. (2)
valor em z = 0,08H.

CL/H U$ O’m T,];y Uy sz Tyz

ab H ab H ab H b a
Ponto: <2,2,:|:2> (2,2,i0,4H> (O,O,Zl:Q) (2,2,2> (0,2,0> (5,0,0)

Solugéo de elasticidade (cf. Pagano [148])

2 +3,278 —2,220 —0,2403 40,4517 0,185 0,1399
—2,653 +1,668 40,2338 —0,3919 0,320 (1) 0,1402 (2)
1 +1,556 —0,233 —0,1437 40,2595
—1,512 +0,196 40,1481 —0,2533 0,239 0,1072
10 +1,153 +0,628 —0,0707 40,1104
~1,152 —0,629 40,0717 —0,1099 0,300 0,0527
20 +1,110 +0,810 40,0511 40,0700 0,317 0,0361
50 +1,099 +0, 867 40,0446 40,0569 0,323 0,0306
100 +1,098 +0, 875 40,0437  +0,0550 0,324 0,0297
TCL
+1,097 +0, 878 40,0433 +0,0543 0,324 0,0295

As tensoes indicadas na Tabela 15.2 sao normalizadas da seguinte forma:

C]ll(al/];])Q (023095 Tay) (TzaTyz) = qll(cll/f‘f) (Taz; Tyz) (15.80)

q11 é a amplitude de carga distribuida conforme (15.71).

As tenstes na placa mostradas na Tabela 15.2 ocorrem nas posicoes indicadas na Figura 15.8. As
tensdes o', na segunda coluna ocorrem no material da face, logo na interface. A variacdo de o, ao
longo da espessura ¢é abrupta, principalmente para os casos de placa espessa, como pode ser visto pela
comparacao dos valores entre as duas primeiras colunas. Esse comportamento é o mesmo de outros
laminados espessos e é semelhante ao da curva de o, mostrada na Figura 13.9, pdgina 361, para flexao
cilindrica, obtida por esta mesma teoria. Entretanto, j& a partir de aspectos como a/H 2 10, o uso
da TCL para as tensoes passa a ser aceitdvel, embora para a/H < 20 os deslocamentos sao em geral
ainda inaceitdveis.

(Cu; Oys Tay) =

Nas tltimas duas colunas aparecem os valores de 7, e T7,,. Para grandes espessuras, a/H < 10, a
distribuigao dessas tensoes ao longo da espessura é semelhante & mostrada na Figura 13.11, pagina 362,
isto é, os valores maximos nao ocorrem no centro, z = 0, mas em algum lugar ao longo da espessura

usadas no trabalho de Pagano e uma conversao de unidades acarretaria um erro de arredondamento desnecessério.



402 Materiais Compostos e Estruturas-sanduiche — Projeto e Andlise

b/2

O 72
X
0,8H

Figura 15.8: Localizagao dos pontos das tensoes obtidas na Tabela 15.2.

da face. Quando isto ocorre aparecem na tabela dois valores para 7. ou 7y, sendo o primeiro o valor
em z = 0 e o segundo o valor mdximo que ocorre na coordenada z indicada entre parénteses.

15.4 Solucgao de primeira ordem para sanduiche retangular

O problema de flexdo de uma placa-sanduiche retangular de faces delgadas sob carga distribuida
tem sua solugdo analitica pela teoria da elasticidade tridimensional descrita na Secao 15.3. Aqui
apresentaremos a solucao deste problema pela teoria de primeira ordem descrita na Segao 15.2 e em
seguida compararemos as solugoes com os valores obtidos pela TCL e pela solugao exata.

Considere uma placa-sanduiche retangular submetida a um carregamento transversal definido por

q= qosen@sen%y. (15.81)
a

Adotando a solugao apresentada por Whitney [213], em que as faces sao idénticas e ortotrdpicas,
Dig = Dys =0 e Fjj =0, as equagoes de movimento (15.20) se reduzem, no caso estatico, ao seguinte:

92 92 1, )
= Dy oY, + Dgg Va + (D12 + Deg) — ki1G13H, (% Z) =0,

0x? 0y? 0xdy
0%, 0% 0%, ow
= (D12 + Des) D0y + Des 8x2y + Dog——= 8 5 — koGasHp <¢y + 8y> =0, (15.82)

ow

= k1G13H,— <1/Jx > + koGasHy,— (wy y> +q(z,y) =0.

As bordas da placa sdo simplesmente apoiadas do seguinte tipo:

w(z,y) =0,
para x = 0 oux = a,com Yy — wy(x,y) =0, - o
M, (z,y) = D1y 2% 4 Dyp=2¥ — 0,
(z,y) 1 + D12 By
w(z,y) =0,
e para y = 0 ouy = b,com Vz — Yol,y) =0, (15.83)
My(z,y) = 261% 22%20
v Ox Oy ’

A soluc@o do problema de valor no contorno que satisfaz as condi¢oes no dominio (15.82) e no
contorno (15.83) sao





